
Náhodná premenná Mgr. Pavol OR�ANSKÝ, PhD.

3 Náhodná premenná

Example 1 Hodíme �tyrikrát hracou kockou. Pre náhodnú premennú �, ktorá
predstavuje poµcet padnutia µcísla 6, urµcime rozdelenie pravdepodobnosti a následne
distribuµcnú funkciu, strednú hodnotu a rozptyl a smerodajnú odchýlku.
Pouµzijeme Bernoulliho vzorec

P (� = 4) = P4 (4) =

�
n

k

�
pk (1� p)n�k

=

�
4

4

��
1

6

�4�
1� 1

6

�4�4
=

1

1296
;

P (� = 3) = P4 (3) =

�
4

3

��
1

6

�3�
1� 1

6

�4�3
=

5

324
;

P (� = 2) = P4 (2) =

�
4

2

��
1

6

�2�
1� 1

6

�4�2
=
25

216
;

P (� = 1) = P4 (1) =

�
4

1

��
1

6

�1�
1� 1

6

�4�1
=
125

324
;

P (� = 0) = P4 (0) =

�
4

0

��
1

6

�0�
1� 1

6

�4�0
=
625

1296
:

Rozdelenie pravdepúodobnosti je dané hodnotami a pravdepodobnos ,tami, s ktorými
tieto hodnoty nadobúda.

� = x 0 1 2 3 4
P (� = x) 625

1296
125
324

25
216

5
324

1
1296

Nájdeme distribuµcnú funkciu

F (x) = P (� < x) :

Pre hodnoty x < 0 platí

F (x) = P (� < x) = P (� < 0) = 0;

pre 0 � x < 1
F (x) = P (� < 1) = P (� = 0) =

625

1296
;

pre 1 � x < 2

F (x) = P (� < 2) = P (� = 0 [ � = 1)

= P (� = 0) + P (� = 1) =
625

1296
+
125

324
=
125

144
;

pre 2 � x < 3

F (x) = P (� < 3) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2)

=
625

1296
+
125

324
+
25

216
=
425

432
;
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pre 3 � x < 4

F (x) = P (� < 4) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3)

=
625

1296
+
125

324
+
25

216
+

5

324
=
1295

1296
;

pre x � 4

F (x) = P (� <1) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3 [ � = 4)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3) + P (� = 4)

=
625

1296
+
125

324
+
25

216
+

5

324
+

1

1296
= 1:

Figure 1:

Stredná hodnota E (�) je

E (�) =
nX
i=1

xi � pi =
nX
i=1

xi � P (� = xi)

= 0 � 625
1296

+ 1 � 125
324

+ 2 � 25
216

+ 3 � 5
324

+ 4 � 1

1296

=
2

3

:
= 0:667
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a rozptyl je

D (�) =
nX
i=1

(xi � E (�))2 � pi =
nX
i=1

(xi � E (�))2 � P (� = xi)

=

�
0� 2

3

�2
� 625
1296

+

�
1� 2

3

�2
� 125
324

+

�
2� 2

3

�2
� 25
216

+

�
3� 2

3

�2
� 5
324

+

�
4� 2

3

�2
� 1

1296

=
5

9

a pre smerodajnú odchýlku

� =
p
D (�) =

r
5

9
=

p
5

3

:
= 0:745:

Example 2 Vyberieme zo sady 32 kariet 4 karty. Náhodná premenná � pred-
stavuje poµcet és vo výbere.
Nájdime rozdelenie pravdepodobnosti tejto náhodnej premennej �, následne

distribuµcnú funkciu, a potom jej strednú hodnotu a rozptyl (smerodajnú od-
chýlku).
Náhodná premenná � môµze nadobúda ,t hodnoty 0; 1; 2; 3; 4 s pravdepodob-

nos ,tami

P (� = 0) =

�
4
0

��
28
4

��
32
4

� =
4095

7192

:
= 0:569;

P (� = 1) =

�
4
1

��
28
3

��
32
4

� =
1638

4495

:
= 0:364;

P (� = 2) =

�
4
2

��
28
2

��
32
4

� =
567

8990

:
= 0:063;

P (� = 3) =

�
4
3

��
28
1

��
32
4

� =
14

4495

:
= 0:00311;

P (� = 4) =

�
4
4

��
28
0

��
32
4

� =
1�
32
4

� = 1

35 960

:
= 0:0000278:

Rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej � je dané hodnotami a
pravdepodobnos ,tami, s ktorými tieto hodnoty nadobúda, a je urµcené nasledujúcou
tabu

,
lkou

� = xi 0 1 2 3 4
P (� = xi)

4095
7192

1638
4495

567
8990

14
4495

1
35 960

:
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Distribuµcná funkcia F (x) je de�novaná

F (x) = P (� < x) ;

a teda platí, µze pre x < 0 platí

F (x) = P (� < 0) = 0;

pre 0 � x < 1 je

F (x) = P (� < 1) = P (� = 0) =
4095

7192
;

pre 1 � x < 2 máme

F (x) = P (� < 2) = P (� = 0 [ � = 1) = P (� = 0) + P (� = 1)

=
4095

7192
+
1638

4495
=
33 579

35 960
;

pre 2 � x < 3 bude

F (x) = P (� < 3) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2)

=
4095

7192
+
1638

4495
+
567

8990
=
35 847

35 960
;

pre 3 � x < 4 dostávame

F (x) = P (� < 3) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3)

=
4095

7192
+
1638

4495
+
567

8990
+

14

4495
=
35 959

35 960
;

a na záver pre hodnoty distribuµcnej funkcie x � 4 je táto rovná

F (x) = P (� <1) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3 [ � = 4)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3) + P (� = 4)

=
4095

7192
+
1638

4495
+
567

8990
+

14

4495
+

1

35 960
=
35 960

35 960
= 1:

Stredná hodnota E (�) tejto náhodnej premennej � je

E (�) =
nX
i=1

xi � P (� = xi)

= 0 � 4095
7192

+ 1 � 1638
4495

+ 2 � 567
8990

+ 3 � 14
4495

+ 4 � 1

35 960
=
1

2
:
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Rozptyl (disperzia) D (�) pre diskrétnu náhodnú premennú � je de�novaná
ako

D (�) =
nX
i=1

(xi � E (�))2 � P (� = xi)

=

�
0� 1

2

�2
� 4095
7192

+

�
1� 1

2

�2
� 1638
4495

+

�
2� 1

2

�2
� 567
8990

+

�
3� 1

2

�2
� 14
4495

+

�
4� 1

2

�2
� 1

35 960

=
49

124
:

Pre smerodajnú odchýlku� platí

� =
p
D (�) =

r
49

124
=
7
p
31

62

:
= 0:629:

Example 3 Pravdepodobnos ,t zásahu je 0:6. Vystrelíme 3 krát na cie ,l, urµcte
rozdelenie prvd, distribuµcnú funkciu, strednú hodnotu, rozptyl a smerodajnú od-
chýlku.
Náhodná premenná � nadobúda hodnoty 0; 1; 2; 3 s pravdepodobnos ,tou

P (� = 0) =

�
n

k

�
� pk � (1� p)n�k =

�
3

0

�
� 0:60 � 0:43 = 0:064;

P (� = 1) =

�
3

1

�
� 0:61 � 0:42 = 0:288 ;

P (� = 2) =

�
3

2

�
� 0:62 � 0:41 = 0:432 ;

P (� = 3) =

�
3

3

�
� 0:63 � 0:40 = 0:216 :

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti je dané tabu
,
lkou

� = xi 0 1 2 3
P (� = xi) 0:064 0:288 0:432 0:216

:

Distribuµcná funkcia je de�novaná

F (x) = P (� < x) ;

preto pre x < 0 je distribuµcná funkcia

F (x) = P (� < 0) = 0;

pre 0 � x < 1 je

F (x) = P (� < 1) = P (� = 0) = 0:064;
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pre 1 � x < 2 je

F (x) = P (� < 2) = P (� = 0 [ � = 1)
= P (� = 0) + P (� = 1) = 0:064 + 0:288 = 0:352 ;

pre 2 � x < 3 je

F (x) = P (� < 3) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2)

= 0:064 + 0:288 + 0:432 = 0:784 ;

pre x � 3 je

F (x) = P (� <1) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3)

= 0:064 + 0:288 + 0:432 + 0:216 = 1:

Distribuµcná funkcia má tvar

F (x) =

8>>>><>>>>:
0; x < 0;
0:064; 0 � x < 1;
0:352; 1 � x < 2;
0:784 ; 2 � x < 3;
1; x � 3:

Strednú hodnotu E(�) rozdelenia náh. premennej � vypoµcítame ako

E(�) =
nX
i=1

xi � P (� = xi)

= 0 � 0:064 + 1 � 0:288 + 2 � 0:432 + 3 � 0:216 = 1: 8:

Podobne disperzia (rozptyl) D(�) bude

D(�) =
nX
i=1

(xi � E(�))2 � P (� = xi)

= (0� 1: 8)2 � 0:064 + (1� 1: 8)2 � 0:288
+ (2� 1: 8)2 � 0:432 + (3� 1: 8)2 � 0:216

= 0:72

a odtia
,
l pre smerodajnú odchýlku � dostávame

� =
p
D(�) =

p
0:72

:
= 0:8489:

Example 4 Hodíme súµcasne piatimi mincami. Náhodná premenná � pred-
stavuje poµcet padnutia znaku smerom nahor.
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Urµcime rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej premennej �, jej distribuµcnú
funkicu, strednú hodnotu, rozptyl (disperziu) a jej smerodajnú odchýlku.
Pri pä ,tnásobnom opakovaní elementárneho javu hodu mincou, môµze náhodná

premenná � nadobúda ,t hodnoty 0; 1; 2; 3; 4; 5 s pravdepodobnos ,tami urµcenými
Bermoulliho vzorcom

P (� = 0) =

�
n

k

�
� pk � (1� p)n�k =

�
5

0

�
�
�
1

2

�0
�
�
1� 1

2

�5�0
=
1

32
;

P (� = 1) =

�
5

1

�
�
�
1

2

�1
�
�
1� 1

2

�5�1
=
5

32
;

P (� = 2) =

�
5

2

�
�
�
1

2

�2
�
�
1� 1

2

�5�2
=
10

32
;

P (� = 3) =

�
5

3

�
�
�
1

2

�3
�
�
1� 1

2

�5�3
=
10

32
;

P (� = 4) =

�
5

4

�
�
�
1

2

�4
�
�
1� 1

2

�5�4
=
5

32
;

P (� = 5) =

�
5

5

�
�
�
1

2

�5
�
�
1� 1

2

�5�5
=
1

32
:

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti danej náhodnej premennej � je dané tabu
,
lkou

� = xi 0 1 2 3 4 5
P (� = xi)

1
32

5
32

10
32

10
32

5
32

1
32

:

Distribuµcná funkcia, de�novaná vz ,tahom

F (x) = P (� < x) ;

je pre x < 0 rovná
F (x) = P (� < 0) = 0;

pre 0 � x < 1 to bude

F (x) = P (� < 1) = P (� = 0) =
1

32
;

pre 1 � x < 2 to bude

F (x) = P (� < 2) = P (� = 0 [ � = 1)

= P (� = 0) + P (� = 1) =
1

32
+
5

32
=
6

32
;

pre 2 � x < 3 to bude

F (x) = P (� < 3) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2)

=
1

32
+
5

32
+
10

32
=
16

32
=
1

2
;
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pre 3 � x < 4 to bude

F (x) = P (� < 4) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3)

=
1

32
+
5

32
+
10

32
+
10

32
=
26

32
;

pre 4 � x < 5 to bude

F (x) = P (� < 5) = P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3 [ � = 4)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3) + P (� = 4)

=
1

32
+
5

32
+
10

32
+
10

32
+
5

32
=
31

32
;

pre x � 5 to je

F (x) = P (� <1)
= P (� = 0 [ � = 1 [ � = 2 [ � = 3 [ � = 4 [ � = 5)
= P (� = 0) + P (� = 1) + P (� = 2) + P (� = 3) + P (� = 4) + P (� = 5)

=
1

32
+
5

32
+
10

32
+
10

32
+
5

32
+
1

32
=
32

32
= 1:

Teda distribuµcná funkcia má tvar

F (x) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0; x < 0;
1
32 ; 0 � x < 1;
6
32 ; 1 � x < 2;
16
32 ; 2 � x < 3;
26
32 ; 3 � x < 4;
31
32 ; 4 � x < 5;
1; x � 5:

Stredná hodnota je daná vz ,tahom

E (�) =
nX
i=1

xi � P (� = xi)

= 0 � 1
32
+ 1 � 5

32
+ 2 � 10

32
+ 3 � 10

32
+ 4 � 5

32
+ 5 � 1

32

=
5

2
= 2:5:
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Rozptyl (disperzia) je urµcená predpisom

D (�) =
nX
i=1

(xi � E (�))2 � P (� = xi)

=

�
0� 5

2

�2
� 1
32
+

�
1� 5

2

�2
� 5
32
+

�
2� 5

2

�2
� 10
32

+

�
3� 5

2

�2
� 10
32
+

�
4� 5

2

�2
� 5
32
+

�
5� 5

2

�2
� 1
32

=
5

4
= 1:25:

A zrejme pre smerodajnú odchýlku platí

� =
p
D (�) =

r
5

4
=
p
1:25

:
= 1:118:

Example 5 Urµcime kon�tantu c tak, aby funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia
náhodnej premennej �, kde

f(x) =

�
c � sinx; pre x 2 [0; �] ;
0; v�ade inde.

a následne urµcite strednú hodnotu a rozptyl tohto rozdelenia pravdepodobnosti.
Pre hustotou rozdelenia náhodnej premennej � musí platí ,t

R1
�1 f(x)dx = 1;

µciµze

1Z
�1

c � sinxdx = c

�Z
0

sinxdx = c [� cosx]�0 = c

0@�cos�| {z }
=(�1)

+ cos 0|{z}
=1

1A
= c (� (�1) + 1) = 2c;

teda musí plati ,t

2c = 1 ) c =
1

2
:

Preto hustotou rozdelenia náhodnej premennej � má tvar

f(x) =

�
sin x
2 ; pre x 2 [0; �] ;
0; v�ade inde.
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Stredná hodnota náhodnej premennej � je

E (�) =

1Z
�1

x � f(x)dx =
�Z
0

x � sinx
2
dx

=

�
u = x

2 u0 = 1
2

u0 = sinx v = � cosx

�
=

hx
2
� (� cosx)

i�
0
+
1

2

Z �

0

cosxdx

=
�

2
� 1 + 0 + 1

2
[sinx]

�
0| {z }

=0

=
�

2
:

Rozptyl bude

D (�) =

1Z
�1

(x� E (�))2 � f(x)dx =
�Z
0

�
x� �

2

�2
� sinx
2
dx

=

�
u = 1

2

�
x� �

2

�2
u0 =

�
x� �

2

�
v0 = sinx v = � cosx

�

=

�
1

2

�
x� �

2

�2
� (� cosx)

��
0

+

�Z
0

�
x� �

2

�
� cosxdx

=
1

2

��
2

�2
� 1� 1

2

�
��
2

�2
� (�1) +

�
u =

�
x� �

2

�
u0 = 1

v0 = cosx v = sinx

�

=
�2

8
+
�2

8
+
h�
x� �

2

�
� sinx

i�
0| {z }

=0

�
�Z
0

sinxdx

=
�2

4
+ [cosx]

�
0 =

�2

4
+ cos� � cos 0 = �2

4
� 1� 1 = �2

4
� 2:

Example 6 O miere inteligencie IQ vieme, µze má normálne rozdelenie so stred-
nou hodnotou IQ 90 a smerodajnou odchýlkou 15 bodov.
Vypoµcítajme pravdepodobnost�, µze

a) náhodný okoloidúci je debil, t. j. miera IQ je u neho men�ia alebo nanajvý�
rovná 60 bodov,

b) náhodný spolusediaci má dostatok IQ na to, aby dokázal zvládnut�tento kurz,
t. j. miera IQ je u neho väµc�ia ako 80 bod.
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a) µCiµze pre � � N
�
�; �2

�
= N

�
90; 152

�
P (� < 60) = P (�1 < � < 60) = F (60)� F (�1)

= �

�
60� 90
15

�
� � (�1)| {z }

=0

= �(�2)� 0

= 1� � (2) = 1� 0:97725 = 0:022 75 := 2:28%:

b) A podobne

P (� > 80) = P (80 < � <1) = F (1)� F (80)

= � (1)� �
�
80� 90
15

�
= 1� � (�0:667)

= 1� (1� � (0:667)) = � (0:667) = 0:749 = 74:9%:

Example 7 Výrobok je v norme, ak jeho hmotnos ,t je z intervalu 68 aµz 69 g.
Z dlhodobých pozorovaní je známe, µze hmotnos ,t daných výrobkov má normálne
rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou � = 68:3 a disperziou �2 =
0:04 (� = 0:2). Aká je pravdepodobnos ,t, µze vybraný výrobok bude vyhovujúci?
Zrejme platí

P (68 < � < 69) = P (68 � � � 69) = F (69)� F (68)

= �

�
69� �
�

�
� �

�
68� �
�

�
= �

�
69� 68:3
0:2

�
� �

�
68� 68:3
0:2

�
= �(3:5)� � (�1:5) = � (3:5)� (1� � (1:5))
= 0:99977� 0:06681 := 0:933 = 93:3%:

Example 8 Nech náhodná premenná � má rozdelenie N
�
�; �2

�
. Predpoklada-

jme, µze � � N
�
�; �2

�
= N(100; 225) (� = 15). Vyµcíslite P (� 2 (85; 115)).

Podobne ako v predchádzajúcom príklade

P (85 < � < 115) = F (115)� F (85)

= �

�
115� �
�

�
� �

�
85� �
�

�
= �

�
115� 100

15

�
� �

�
85� 100
15

�
= �(1)� � (�1) = � (1)� (1� � (1))
= 2 � � (1)� 1 = 2 � 0:84134� 1
:
= 0:683 = 68:3%:

Example 9 O telesnej vý�ke obyvate ,lstva predpokladajme, µze predstavuje náhodnú
premennú � s normálnym rozdelením, �~N

�
�; �2

�
= N

�
180; 152

�
. Vypoµcíta-

jme:
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Náhodná premenná Mgr. Pavol OR�ANSKÝ, PhD.

a) pravdepodobnos ,t, µze jedinec bude ma ,t vý�ku väµc�iu ako 200 cm,

b) percentil obyvate ,lstva s vý�kou v rozsahu [170; 190] :

a) Zrejme platí

P (� > 200) = P (200 < � <1) = F (1)� F (200)

= �

�
1� �
�

�
� �

�
200� �
�

�
= �

�
1� 180
15

�
� �

�
200� 180

15

�
= �(1)� �

�
1:3
�
= 1� 0:908 = 0:092 = 9:2%:

b) Podobne bude

P (170 < � < 190) = F (190)� F (170)

= �

�
190� �
�

�
� �

�
170� �
�

�
= �

�
190� 180

15

�
� �

�
170� 180

15

�
= �

�
0:66

�
� �

�
�0:66

�
= 0:745� 0:255 = 0:49 = 49%:
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