Néhodnd premenng Mgr. Pavol ORSANSKY, PhD.

3 Ndhodna premenna

Example 1 Hodime styrikrat hracou kockou. Pre ndhodni premenni &, ktord

predstavuje pocet padnutia ¢isla 6, uréime rozdelenie pravdepodobnosti a ndsledne

distribucni funkciu, strednid hodnotu a rozptyl a smerodajni odchyjlku.
Pouzijeme Bernoulliho vzorec
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Rozdelenie pravdepiiodobnosti je dané hodnotami a pravdepodobnostami, s ktorgmi
tieto hodnoty nadobida.

{=x |0 1 2 3 4
— 625 125 25 5 T
P(=12) | 155 321 216 31 1206

Ndajdeme distribucni funkciu
F(z)=P(<x).
Pre hodnoty © < 0 plati
F(z)=P( <z)=P(<0)=0,

pre0 <z <1
Fo)=P(E<1)=P(£=0) =
N N 12967
pre 1l <z <2
F(x) = P(E<2)=P((E=0Ug=1)
625 125 125
= PE= PéE=1)=—+—=—
(€=0)+P(¢ ) 1296+324 144°
pre2 <z <3

F(zx) = P({<3)=P(=0U&=1U¢&=2)
= PE=0+P(E=1)+P(E=2)

625 125 25 _425

1206 324 T 216 ~ 132’
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pre 3 <z <4
F(r) = P(E<4)=P(E=0U=1U¢=2U¢=23)

= PE=0)+P(E=1)+P(=2)+P(=23)
_ 6% 125 25 5 1295
o 1296+324+216+324_1296’

pre x > 4

F(z) = P(l<o0)=P(E=0Uf=1UE=20U&=3U¢E=14)

PE=0)+P(E=1)+P(E=2)+P(E=3)+P((=4)
625 125 25 5 1

1206 " 322 T 216 T 322 T 1206

Figure 1:

Strednd hodnota E (§) je

E(f) = Z%'}%ZZ%'P@:IO
i=1 i=1

625 125 25 ) 1
= 0. — 41.2=2= Rkl S R,
0 1296+ 324+2 216+3 324+ 1296
2
= - =0.667
3
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a rozptyl je

D) = Y (@-FE@) p=) (2i-E) PE=u)

a pre smerodajni odchijlku

o=+/D(&) = \/E ? = (.745.

Example 2 Vyberieme zo sady 32 kariet 4 karty. Ndhodnd premennd € pred-
stavugje pocet és vo vijbere.

Ndjdime rozdelenie pravdepodobnosti tejto ndhodnej premennej &, ndsledne
distribuenid funkciu, a potom jej stredni hodnotu a rozptyl (smerodajni od-
chyjlku,).

Ndhodnd premennd & moze nadobidat hodnoty 0,1,2,3,4 s pravdepodob-
nostams

(o) (7) _ 4095

P(E=0) = 0(3423* = g5 = 0-569,
PE=1) = (?()?1(225”8) = % = 0.364,
PE=2) = (3(){22;8) = % = 0.063,
PE=3) = (3()%8) = %915 = 0.00311,

Pe=4) — @) 1 1
() (%) 35960
Rozdelenie pravdepodobnosti ndihodnej premennej £ je dané hodnotami a

pravdepodobnostami, s ktorymi tieto hodnoty nadobida, a je urcené nasledujicou
tabulkou

= 0.0000278.

E=z |0 1 2 3 4
— 4095 1638 567 11 1
P (5 - xl) H 7192 4495 8990 4495 35960
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Distribuénd funkcia F (z) je definovand

F(r) =P <),

a teda plati, zZe pre x < 0 plat?
F(z)=P(£<0)=0,

pre 0 <z <1 je
~ 4095

Fla)=PE<)=PE=0 =7,

pre 1 <z <2 mdme
P(<2)=P(E=00Ul=1)=P(=
_ 4095+1638_33579
7192 4495 35960’

F(z)

pre 2 < x < 3 bude
P(<3)=P(E=0U¢=1U¢=2)
PEl=0)+P(E=1)+P(=2)
4095+1638 567 35847
7192 4495 8990 35960’

pre 3 < x < 4 dostdvame
P<3)=P(=0U=1U=2U¢(=23)
P(E=0)+P(E=1)+P(E=2)+P(¢=3)
4095+ 1638+ 567 n 14 35959
7192 4495 ' 8990 4495 35960’

a na zdaver pre hodnoty distribucnej funkcie x > 4 je tdato rovnd

F(x)

P(¢<o0)=P(=0UE=1UE=2U¢E=3U¢=4)
PE=0)+PE=1)+P(E=2)+P({=3)+P(E=

4095 N 1638 N 567 14 N 1 35960
T7192 4495 0 8990 4495 © 35960 35960

Strednd hodnota E (&) tejto ndhodnej premennej € je

BE) = Yw Ple=u

_ 0 4095+ 1638+2
o 7192 4495

567 43 14 n 1
8990 4495

435060

1)

1
5"
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Rozptyl (disperzia) D (&) pre diskrétnu ndhodni premenni £ je definovand
ako

n

D) = Y (@—-E©) PE=u)

i=1
_ @_v?w%+g_ﬁ?w%+@_v?&w
2 7192 2 4495 2 8990
2 2
+<31>.-M <41>.:1
2 4495 2 35960
49
m.

Pre smerodajni odchyjlkuc plati

—— 49 731 |

Example 3 Pravdepodobnost’ zisahu je 0.6. Vystrelime 3 krdt na ciel, urcte
rozdelenie prod, distribu¢ni funkciu, strednid hodnotu, rozptyl a smerodajni od-

chyjlku.
Ndhodnd premennd & nadobida hodnoty 0,1,2,3 s pravdepodobnostou

n

P(E=0) = <k) P (1—p)t T = <3) -0.6° - 0.4% = 0.064,

PE=1) = G’) -0.6' - 0.4% = 0.288,
P(¢=2) = <‘;> -0.6%-0.4* = 0.432,
P(=3) = <§> -0.6%-0.4° = 0.216..

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti je dané tabulkou

E=xzi | O 1 2 3
P(¢=u;) | 0.064 0288 0432 0.216

Distribuéna funkcia je definovana
F(z)=P( <),
preto pre z < 0 je distribu¢nd funkcia
F(x)=P(£<0)=0,
pre0 <z <1je

F(z)=P(¢<1)=P(£=0)=0.064,
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pre 1 <z <2je

pre 2 <z <3 je

F ()

pre x > 3 je

F(z) =

e
™~
A\
2
|

PE=0U¢=1)
P(£=0)+P(£=1) =0.064 4 0.288 = 0.352,

P(E<3)=P((=0U¢=1U¢=2)
PE=0)+P(¢=1)+P(=2)
0.064 + 0.288 + 0.432 = 0.784,

PE<o0)=P(E=0U¢=1U¢=2U¢=3)
PE=0+P(E=1)+P(E=2)+P(=3)
0.064 + 0.288 + 0.432 + 0.216 = 1.

Distribu¢na funkcia mé tvar

0, x <0,
0.064, 0<zxz<]1,

F(z)=4¢ 0352, 1<z<2,
0.784, 2<x<3,
1 T > 3.

)

Stredni hodnotu E() rozdelenia ndh. premennej £ vypocitame ako

E(E) =

=1
0-0.064+1-0.288+2-0.432 +3:0.216 =1.8.

Podobne disperzia (rozptyl) D(§) bude

D(¢)

n

= ) (@i—E©) P =)

i=1
= (0—1.8)%-0.064+ (1 —1.8)%.0.288
+(2-1.8)%-0.432 + (3—1.8)>-0.216
= 0.72

a odtial' pre smerodajni odchylku ¢ dostdvame

o =/D(€) = V0.72 = 0.8489.

Example 4 Hodime sicasne piatimi mincami. Ndhodnd premennd £ pred-
stavuge pocet padnutia znaku smerom nahor.
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Urtime rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej &, jej distribuénd
funkicu, strednii hodnotu, rozptyl (disperziu) a jej smerodajni odchylku.

Pri pdtndsobnom opakovani elementdrneho javu hodu mincou, moze ndhodnd
premennd & nadobidat’ hodnoty 0,1,2,3,4,5 s pravdepodobnostami urcenymsi
Bermoulliho vzorcom

s = (ot ()-() () "
e = Q) ()
e = () ()-8
rewn = () ()2
e = Q) ()-8
e - (0073

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti danej ndhodnej premennej & je dané tabulkou

=2 O 1 2 3 4 5
P=z)la % = = = =

Distribuénd funkcia, definovand vztahom
Fz)=P(E<a),

je pre x < 0 rovnd
F(z)=P(£<0)=0,

pre 0 <z <1 to bude

1
Fo)=PE<1)=P(E=0)= .
pre 1 < x < 2 to bude
F(z) = P(E<2)=P(=00U¢=1)
1 5 6
= PE=0)+P(E=1)= 32 735 " 3%
pre 2 < x < 3 to bude
F(z) = P(<3)=P(=0U=1U¢&=2)

— PE=0+P(E=1+P(E=2)

_ L5 116 1
32 32 32 32 2
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pre 3 < x <4 to bude

F(z) = P(<4)=P(E=0Uf=1U¢=2U¢=23)

PE=0)+PE=1)+P(E=2)+P(E{=3)
_ 1,5 10 10 2%
o 32+32+32+32_32’

pre 4 < x <5 to bude

F(x) = P(E<bH)=PE=0Ul=1U=2U¢=3U&=4)

= PE=0)+PE=1)+P(E=2)+P((=3)+P(=4)
_ 1, 5 10 10 5 3
n 32+32+32+32+32_32’

pre x > 5 to je

F ()

P (£ <)

P(E=0UE=1UE=2UE=3U¢=4U¢ =5)
PE=0)+PE=1)+P(E=2)+P(=3)+P({=4)+P({=5)
1 5 10 10 5 1 32

Tttty Tn !

Teda distribuénd funkcia ma tvar

0, z < 0,
1
%, 0§l’<1,
%, 1§$<2,
F(z)= 7 2<x <3,
g, 3S$<4,
397 4S$<5,
1, z > 5.
Strednd hodnota je dand vztahom
E@¢) = > x-P(=ux)
i=1
5 10 10 5 1
- 0-—4+1- 9. = R L
032+ 32+ 32+3 32+ 32+5 32
5
= —=25.
5 5
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Rozptyl (disperzia) je urtend predpisom

D) = Y (@i-E@©) PE=m)
=1
5\% 1 5\? 5 5\% 10
= (02) '32+<12> '32+<22> 3
5\% 10 5\? 5 5\% 1
w03 w08 2 (3) m
= 221.25.

A zrejme pre smerodajni odchgjlku plati

o=+/D(€) = \/jz V1.25 = 1.118.

Example 5 Ur¢ime konstantu c tak, aby funkcia f(x) bola hustotou rozdelenia
ndhodnej premennej &, kde

_ [ c-sinx, prexze|0,7],
flz) = { 0, véade inde.

a ndasledne urcite stredni hodnotu a rozptyl tohto rozdelenia pravdepodobnosti.
Pre hustotou rozdelenia ndhodnej premennej & musi platit ffooo f(z)dz =1,
cize

oo s
c-sinzdz = ¢ [ sinazdz =c[—cosz]j =c | —cosm + cos0)
S N~
—o0 0 =(-1) =1

= (- (-D+1) =2,

teda must platit

1
2c=1 = =-.
C C )
Preto hustotou rozdelenia ndhodnej premennej & ma tvar

f(:c)—{ L prex € (0,7,

0, viade inde.
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Strednda hodnota ndéhodnej premennej & je

E¢ = /mf(a:)dx:/x Sigxdzc
—o0 0

D) = 7($—E(€))2~f(m)da: _ / (¢- 1) 20

s . i .
= —+—+[(z7—)'smx} f/smzd:c
0
0
=0
2 2 2 2
= 7TZ—i—[cosac]g:7TI—|—cos7r—cosO:7T——1—1:7TZ—2.

Example 6 O miere inteligencie IQ vieme, Ze md normdlne rozdelenie so stred-
nou hodnotou IQ) 90 a smerodajnou odchiylkou 15 bodowv.
Vypocitagme pravdepodobnost’, Ze

a) ndhodny okoloidici je debil, t. j. miera IQ je u neho mensia alebo nanajvys
rovnd 60 bodov,

b) ndhodny spolusediaci md dostatok IQ na to, aby dokdzal zvlddnut’ tento kurz,
t. 3. miera IQ je u neho vdcsia ako 80 bod.

10
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a) Cize pre { ~ N (p,0%) = N (90, 15?)
P (€ < 60)

P(—00 < ¢ <60)=F(60) — F(—00)

o (601—590> B =0 ()0

= 1-®(2)=1-0.97725 = 0.02275 = 2.28%.

b) A podobne

P(>80) = PBI<E<o0)=F (0 80)
= ®(0)— (80 9) (—0.667)
= 1-(1—-®(0.667)) = ®(0.667) = 0.749 = 74.9%.

Example 7 Virobok je v norme, ak jeho hmotnost je z intervalu 68 aZ 69 g.
Z dlhodobijch pozorovant je zndme, e hmotnost dangch vyrobkov md normdlne
rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou p = 68.3 a disperziou o? =
0.04 (0 =0.2). Akd je pravdepodobnost] Ze vybrany vyrobok bude vyhovujici?

Zrejme platt
P (68 < £ <69)

P (68 < & < 69) = F(69) — F (68)
_ 69 —p 68 — 1
RS
0.2 0.2

= B(35)— B (~1.5) =P (3.5) — (1— P (L.5))
= 0.99977 — 0.06681 = 0.933 = 93.3%.

Example 8 Nech ndhodnd premennd & md rozdelenie N (,u,02), Predpoklada-
jme, 2e & ~ N (p,0?) = N(100,225) (o =15). Vycislite P (€ € (85,115)).
Podobne ako v predchddzajicom priklade

P85 < &< 115) = F(115) — F(85)

115 — p 85—
B <115—1(2) ( ;5—)100
~ o) e ()

= ¢(1) =2o(1)-(1-2(1))
= 2~<I>(1)71:2~O.84134—1
= 0.683 = 68.3%.

Example 9 O telesnej viske obyvatelstva predpokladajme, Ze predstavuje ndhodni
premennid & s normdlnym rozdelenim, &N (p,a2) =N (1807 152). Vypocita-
Jme:

11
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a) pravdepodobnost, ze jedinec bude mat vysku vicsiu ako 200 cm,
b) percentil obyvatelstva s viskou v rozsahu [170,190].

a) Zrejme plati

P (£ > 200) P (200 < £ < 00) = F (c0) — F (200)

o) ()
- (“’18“) ()

= ®(c0)— ®(1.3) =1—0.908 = 0.092 = 9.2%.

b) Podobne bude

P(170 < £ <190) = F (190) — F (170)

_ 190 — 170 — i

() = ()

_ (190 180> @(170_18())
15

= & (0.66) — @ (—0.66)
= 0.745 —0.255 = 0.49 = 49%.
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