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11 Numerické integrovanie

Príklad 1 Vypoµcítajme hodnotu urµcitého integrálu

2Z
�2

ex
2

dx

a) lichobeµzníkovou metódou pre m = 8,

b) Simpsonovou metódou m = 8.

a) Vypoµcítame pomocou vz ,tahu pre lichobeµzníkovú metódu, kde �írka podinter-
valu

h =
b� a
m

=
2� (�2)

8
=
4

8
= 0:5:

A preto

2Z
�2

ex
2

dx � h �
 
1

2
� f (x0) + f (x1) + f (x2) + f (x3) + f (x4)

+f (x5) + f (x6) + f (x7) +
1

2
� f (x8)

!

= 0:5 �
 
1

2
� f (�2) + f (�1:5) + f (�1) + f (�0:5) + f (0)

+f (0:5) + f (1) + f (1:5) +
1

2
� f (2)

!

= 0:5 �
 
1

2
� e(�2)

2

+ e(�1:5)
2

+ e(�1)
2

+ e(�0:5)
2

+ e(0)
2

+e(0:5)
2

+ e(1)
2

+ e(1:5)
2

+
1

2
� e(2)

2

!
$ 41:289:
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b) Dosadíme do vz ,tahu pre Simpsonovo pravidlo

2Z
�2

ex
2

dx � h

3
�
 
f (x0) + 4 � f (x1) + 2 � f (x2) + 4 � f (x3) + 2 � f (x4)

+4 � f (x5) + 2 � f (x6) + 4 � f (x7) + f (x8)
!

=
0:5

3
�
 
f (�2) + 4 � f (�1:5) + 2 � f (�1) + 4 � f (�0:5) + 2 � f (0)

+4 � f (0:5) + 2 � f (1) + 4 � f (1:5) + f (2)
!

=
0:5

3
�
 
e(�2)

2

+ 4 � e(�1:5)
2

+ 2 � e(�1)
2

+ 4 � e(�0:5)
2

+ 2 � e(0)
2

+4 � e(0:5)
2

+ 2 � e(1)
2

+ 4 � e(1:5)
2

+ e(2)
2

!
:
= 34: 707

Príklad 2 Pomocou lichobeµzníkovej a Simpsonovej metódy nájdime pribliµznú
hodnotu urµcitého integrálu

8Z
0

p
xdx;

pre poµcet uzlových bodov m = 8.
Najskôr si urµcíme �írku ekvidi�tanµcného kroku, t. j.

h =
b� a
m

=
8� 0
8

=
8

8
= 1:

Získali sme teda sie ,t uzlových bodov

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Urµcíme odhad integrálu pomocou zloµzeného lichobeµzníkového pravidla

L = h �
 
1

2
� f (x0) + f (x1) + f (x2) + f (x3) + f (x4)

+f (x5) + f (x6) + f (x7) +
1

2
� f (x8)

!

= 1 �
 
1

2
� f (0) + f (1) + f (2) + f (3) + f (4)

+f (5) + f (6) + f (7) +
1

2
� f (8)

!

= 1 �
 
1

2
�
p
0 +

p
1 +

p
2 +

p
3 +

p
4

+
p
5 +

p
6 +

p
7 +

1

2
�
p
8

!
= 14: 892:

Pomocou zloµzeného Simpsonovho pravidla je odhad urµcitého integrálu daný

S =
h

3
�
 
f (x0) + 4 � f (x1) + 2 � f (x2) + 4 � f (x3) + 2 � f (x4)

+4 � f (x5) + 2 � f (x6) + 4 � f (x7) + f (x8)
!

=
1

3
�
 
f (0) + 4 � f (1) + 2 � f (2) + 4 � f (3) + 2 � f (4)

+4 � f (5) + 2 � f (6) + 4 � f (7) + f (8)
!

=
1

3
�
 
p
0 + 4

p
1 + 2

p
2 + 4

p
3 + 2

p
4

+4
p
5 + 2

p
6 + 4

p
7 +

p
8

!
= 15: 004:

Pre porovnanie skutoµcná presná hodnota urµcitého integrálu je
8Z
0

p
xdx =

"
x
3
2

3
2

#8
0

=
2

3

�p
83 � 0

�
=
2

3

p
29

=
2

3
� 24
p
2 =

2

3
� 16
p
2 = 15: 085:
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Príklad 3 Vypoµcítajme hodnotu urµcitého integrálu
�Z
0

sin2xdx

a) obd́lµznikovou metódou pre m = 6,

b) lichobeµzníkovou metódou pre m = 6,

c) Simpsonovou metódou m = 6.

Najskôr si urµcíme �írku podintervalu

h =
b� a
m

=
� � 0
6

=
�

6
;

a teda uzlovými bodmi sú hodnoty (sie ,t)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6
0 �

6
2�
6 =

�
3

3�
6 =

�
2

4�
6 =

2�
3

5�
6

6�
6 = �

a k nim prislúchajúce funkµcné hodnoty sú

f (x0) = f (0) = sin2 0 = (sin 0)
2
= 02 = 0;

f (x1) = f
��
6

�
= sin2

�

6
=
�
sin

�

6

�2
=

�
1

2

�2
=
1

4
;

f (x2) = f
��
3

�
= sin2

�

3
=
�
sin

�

3

�2
=

 p
3

2

!2
=
3

4
;

f (x3) = f
��
2

�
= sin2

�

2
=
�
sin

�

2

�2
= (1)

2
= 1;

f (x4) = f

�
2�

3

�
= sin2

2�

3
=

�
sin

2�

3

�2
=

 p
3

2

!2
=
3

4
;

f (x5) = f

�
5�

6

�
= sin2

5�

6
=

�
sin

5�

6

�2
=

�
1

2

�2
=
1

4
;

f (x6) = f (�) = sin2 � = (sin�)
2
= 02 = 0;

a) Obd ,lµznikovým pravidlom odhadneme hodnotu integrálu
�Z
0

sin2xdx � O =
m�1X
i=0

h � f (xi)

=
�

6
� (f (x0) + f (x1) + f (x2) + f (x3) + f (x4) + f (x5))

=
�

6
�
�
0 +

1

4
+
3

4
+ 1 +

3

4
+
1

4

�
=

1

2
� $ 1: 571:
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b) Lichobeµzníkovým pravidlom odhadneme hodnotu integrálu

�Z
0

sin2xdx � L = h �
�
1

2
� f(x0) + f(x1) + f(x2) + : : :+ f(xm�1) +

1

2
� f(xm)

�

= h �
 
1

2
� f (x0) +

m�1X
i=1

f (xi) +
1

2
� f (xm)

!

=
�

6
�
�
1

2
� 0 + 1

4
+
3

4
+ 1 +

3

4
+
1

4
+
1

2
� 0
�

=
1

2
� $ 1: 571:

c) Pomocou Simpsonovho pravidla bude odhad hodnoty integrálu

�Z
0

sin2xdx � S =
h

3
�
 
f (x0) + 4 � f (x1) + 2 � f (x2) + 4 � f (x3)

+2 � f (x4) + 4 � f (x5) + f (x6)
!

=
�
6

3
�
�
0 + 4 � 1

4
+ 2 � 3

4
+ 4 � 1 + 2 � 3

4
+ 4:

1

4
+ 0

�
=

1

2
� $ 1: 571:

Pre porovnanie skutoµcná hodnota urµcitého integrálu je

�Z
0

sin2xdx =

�Z
0

1� cos 2x
2

dx =
1

2

�
x� sin 2x

2

��
0

=
1

2

0BB@� � sin 2�2| {z }
=0

�

0BB@0� sin 02| {z }
=0

1CCA
1CCA =

�

2
:

Príklad 4 Vypoµcítajme hodnotu urµcitého integrálu

3Z
�1

2xdx

a) obd́lµznikovou metódou pre m = 4,

b) lichobeµzníkovou metódou pre m = 4,

c) Simpsonovou metódou m = 4.
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Najskôr si urµcíme �írku podintervalu

h =
b� a
m

=
3� (�1)

4
= 1:

Rozdelíme si daný interval na podintetervali pomocou uzlových bodov (siete) a
nájdeme v nich funkµcné hodnoty

i 0 1 2 3 4
xi �1 0 1 2 3
f(xi) = 2

xi 2�1 = 1
2 20 = 1 21 = 2 22 = 4 23 = 8

a) Obd́lµznikovým pravidlom dostávame odhad

3Z
�1

2xdx � O =
m�1X
i=0

f(xi) � h = h � (f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3))

= 1 �
�
1

2
+ 1 + 2 + 4

�
$ 15

2
= 7:5:

b) Lichobeµzníkové pravidlo nám dáva výsledok odhadu

3Z
�1

2xdx � L = h

 
1

2
� f(x0) +

m�1X
i=1

f(xi) +
1

2
� f(xm)

!

= h �
�
1

2
� f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) +

1

2
� f(x4)

�
= 1 �

�
1

2
� 1
2
+ 1 + 2 + 4 +

1

2
� 8
�
$ 45

4
= 11:25:

c) Simpsonovým pravidlom dostaneme odhad

3Z
�1

2xdx � S =
h

3
�
 
f(x0) + 4 �

m�1X
i=1

f(x2i�1) + 2 �
m�2X
i=2

f(x2i) + f(xm)

!

=
h

3
� (f(x0) + 4 � f(x1) + 2 � f(x2) + 4 � f(x3) + f(x4))

=
1

3
�
�
1

2
+ 4 � 1 + 2 � 2 + 4 � 4 + 8

�
$ 65

6
= 10: 833:

Pre porovnanie skutoµcná hodnota urµcitého integrálu je

3Z
�1

2xdx =

�
2x

ln 2

�3
�1
=

1

ln 2

�
23 � 2�1

�
=

1

ln 2

�
8� 1

2

�
=

15

2 ln 2
= 10:82:
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Príklad 5 Vypoµcítajme minimálny poµcet uzlových bodov lichobeµzníkovú metódu
na rie�enie integrálu

1Z
0

e�x
2

dx;

ak pripú�,tame maximálnu chybu " = 0:005 a tento integrál pomocou tejto metódy
odhadnime.
Pre odhad chyby lichobeµzníkovej metódy platí

" =
(b� a)3

12 �m2
M2;

kde M2 = max
x2[a;b]

jf 00 (x)j. Nako ,lko pre druhú deriváciu

f 00 (x) =
�
4x2 � 2

�
� e�x

2

na intervale x 2 [0; 1] platí

jf 00 (x)j =
����4x2 � 2� � e�x2��� � 2 =M2:

A teda pre poµzadovanú presnos ,t musí platí ,t

" >
(b� a)3

12 �m2
M2;

0:005 >
(1� 0)3

12 �m2
2;

0:005 >
2

12 �m2
;

0:005 >
1

6 �m2
;

m2 >
1

6
� 1

0:005
=
1

6
� 1

5
1000

=
1000

30
;

m >

r
1000

30

:
= 5: 77:

A teda pre poµzadovanú presnos ,t musí by ,t poµcet uzlových bodov minimálne m = 6.
Vytvoríme si sie ,t pomocou uzlových bodov tak, µze rozdelíme pomocou nich

interval [a; b] = [0; 1] na 6 rovnakých podintervalov d́lµzky

h =
b� a
m

=
1� 0
6

=
1

6
;

µciµze
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6
0 1

6
2
6

3
6

4
6

5
6

6
6 = 1
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a h
,
ladaný odhad bude

1Z
0

e�x
2

dx � L = h �
 
1

2
� f (x0) +

n�1X
i=1

f (xi) +
1

2
� f (xn)

!

= h �
 
1

2
� f (x0) + f (x1) + f (x2) + f (x3)

+f (x4) + f (x5) +
1

2
� f (x6)

!

=
1

6
�
 
1

2
� e�0

2

+ e�(
1
6 )

2

+ e�(
2
6 )

2

+ e�(
3
6 )

2

+e�(
4
6 )

2

+ e�(
5
6 )

2

+
1

2
� e�1

2

!
:
= 0:745:

Príklad 6 Vypoµcítajme minimálny poµcet uzlových bodov Simpsonovou metódu
na rie�enie integrálu

1Z
0

e�x
2

dx;

ak pripú�,tame maximálnu chybu " = 0:001 a tento integrál pomocou tejto metódy
odhadnime.
Pre odhad chyby Simpsonovej metódy platí

" =
(b� a)5

90 �m4
M4;

kde M4 = max
x2[a;b]

��f (4) (x)��. Nako ,lko pre druhú deriváciu
f (4) (x) =

�
16x4 � 48x2 + 12

�
� e�x

2

na intervale x 2 [0; 1] platí���f (4) (x)��� = ����16x4 � 48x2 + 12� � e�x2��� � 12 =M4:
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A teda pre poµzadovanú presnos ,t musí platí ,t

" >
(b� a)5

90 �m4
M4;

0:001 >
(1� 0)5

90 �m4
� 12;

0:001 >
1

90 �m4
� 12;

m4 >
1

90 � 0:001 � 12
:
= 133: 33;

m >
4
p
66: 667 = 3: 398 1:

A teda najbliµz�ie párne celé µcíslo je m = 4 a pre �írku podintervalu

h =
b� a
m

=
1� 0
4

=
1

4
;

sie ,t
x0 x1 x2 x3 x4
0 1

4 = 0:25
2
4 =

1
2 = 0:5

3
4 = 0:75

4
4 = 1

Odhad Simpsomnovou metódou je

1Z
0

e�x
2

dx � S =
h

3
�
 
f(x0) + 4 �

m�1X
i=1

f(x2i�1) + 2 �
m�2X
i=2

f(x2i) + f(xm)

!

=
h

3
� (f(x0) + 4 � f (x1) + 2 � f (x2) + 4 � f (x3) + f(x4))

=
1
4

3
�
�
e�0

2

+ 4e�(
1
4 )

2

+ 2e�(
2
4 )

2

+ 4e�(
3
4 )

2

+ e�1
2
�

:
= 0:747:
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