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Interpolacia

2

Hlavnou ideou interpolacie je najst funkciu (v naSom pripade polyném) P,(x), ktord/y
sa bude zhodovat s funkciou f(x) v n+ 1 réznych uzlovych bodoch x;, t. j. plati

Pu(x)=f(xj))=fi=y; prei=0,1,...n.

Niekedy sa naviac vyZaduje aj rovnost derivécii do istého radu, napr. pri tzv.
Hermitovej aproximacii sa vyZaduje zhoda prvych derivacii v uzlovych bodoch.

Veta
Pre kaZdii (n + 1)-ticu funk&nych hodnét yo, y1,...yn @ X; # Xj pre i # j, existuje
prave jeden algebraicky polyném n-tého stupria

Po(x) = a0+ aix+ ...+ ax" (1)
taky, Ze preii plati (teda, Ze tymito bodmi prechddza)

Pn(xi) = yi, i=0,1,...,n (2)
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Interpolacia
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Dokaz.

Priamym dosadenim do (2) dostavame ststavu (n+ 1) rovnic o (n+ 1) nezndmych
Yo = P,,(Xo) =ap+aixo+ ...+ a,,x(')’,
y1 = Pp(x1) =a0+aixt + ...+ anx{,
Yn = Pn(xn) = a0+ aixp+ ...+ anx;,

ktorej rieSenim su koeficienty ag, a1, . .., a, polynému (1). Tdto ma rieSenie vzdy,

nakolko determinant tzv. Vandermontovej matice je vzdy nenulovy

1 X0 ... X67

1 x3 ... Xx{
V= ! 1

1

1 x, ... Xx)
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Lagrangeova interpolacia
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Lagrangeov interpolagny polynédm L,(x) zostrojime linedrnou kombindciou funk&nych
hodndt y; a tzv. elementdrnych Lagrangeovych interpolagnych polynémov I, i(x)

L) = 3y i),
i=0

kde elementdrne Lagrangeové interpola¢né polynémy st

lni(x) =

a teda su vo vietkych uzlovych bodoch, okrem i-tého, rovné nule t. j. platf

0, i#],
Ini(x) :{ 1 ,ij
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Lagrangeova interpolacia
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Priklad (1.a)

N4jdite Lagrangeov interpolaény polyndm pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

xi: ||-2]0] 2 |4]6
| 1 2

Nulty elementdrny Lagrangeov interpolany polyném je

(x=0)-(x—=2)-(x—4)-(x—16)
(-2—-0)-(-2—-2)-(-2—4)-(-2-16)

1
= (- (x-4)(x6)
1 1 11 1
= A 3oy

384" 32" 96 8

/4’0 (X) =
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Lagrangeova interpolacia
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Priklad (1.b)

N4jdite Lagrangeov interpolaény polyndm pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

—2]0| 2 |4]|6
1]-1]2]4

prvy elementdrny Lagrangeov interpolaény polyném je

(x+2)-(x—2)-(x—4)-(x—16)

(0+2)-(0—-2)-(0—-4)-(0-06)
1

= g6 x 2 (x+2)(x —4) (x - 6)

5 3 1 4, 5,

x> — —=x" — —x° — 5x+1
48 96 24 12 ’

/471(X) =
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Lagrangeova interpolacia

Priklad (1.c)

N4jdite Lagrangeov interpolaény polyndm pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

-2]0| 2 |4]|6
1] -1]2]4

druhy elementdrny Lagrangeov interpolaény polyném je

(x+2)-(x=0)-(x—4)-(x—16)

laa(x) = 2+2)-(2-0)-(2—4)-(2-16)
1
= X+ (x—4)(x~6)
— ix‘]’_lx?’—{— X2+_X
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Lagrangeova interpolacia

Priklad (1.d)

N4jdite Lagrangeov interpolaény polyndm pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

xi: ||-2]0] 2 |4]6
I 2 f1f-12]4

treti elementarny Lagrangeov interpolaény polyném je

(x+2)-(x=0)-(x—2)-(x—16)

lh3(x) = (44+2)-(4-0)-(4—-2)-(4—06)
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Lagrangeova interpolacia

Priklad (1.e)

N4jdite Lagrangeov interpolaény polyndm pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

-2]0| 2 |4]|6
1 2

Stvrty elementdrny Lagrangeov interpolaény polyném je

(x+2)-(x=0)-(x—2)-(x—4)

kal) = 6372 (6-0) (6-2) (6-49)
1
= g (X2 (x+2)(x-9)
_ LX4_lX3—ix +iX

384 96 96 24
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Lagrangeova interpolacia

Priklad (1.f)

Celkovo Lagrangeov interpolagny polyném Li(x) ziskame prendsobenim elementarnych
Lagrangeovych polynémov Iy j(x) funk&nymi hodnotami y; = f(x;), ¢iZe

(x=0)(x—=2)(x—4)(x—6) (x+2)(x—2)(x—4)(x—06)

La(x) = 2 " 41 2
+(_1)'(X+2)X(X6;4)(X_6)+2'(X+2)X(i§;32)(x_6)
+4.(x+2)x(>?:8;2)(x—4)

= —%x‘l—k%x?’—%x—%l.
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Lagrangeova interpolacia

0.4 7
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Obr.: elementdrne Lagrangeove polynémy Iy i(x).
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Lagrangeova interpolacia

Obr.: Lagrangeove polynémy L4(x)
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Newtonova interpolacia

Dalsim interpolaénym polynémom Newtonov interpolaény polyndm.

Pomocou Newtonovej interpoldcie ndjdeme opit ten isty polyném ako Lagrangeovou
interpolaciou, ¢o je zrejmé, nakolko, ako hovori predo$la veta, tento polyném je jediny.

Rozdielny je ale spGsob jeho odvodenia. Newtonova metdéda nevytvara cely polyném
naraz, ale postupne zahriia viacej bodov do interpolacie a tak konstruuje polynémy

vysSieho stupiia.

13 Interpoldcia funkcie & aproximacia funkcie metédou najmensich Stvorcov 12. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



Newtonova interpolacia

Najskor zavedieme pojem pomernej diferencie.
Pomerna diferencia prvého radu je definovana vztahom

fxa) — fx0)

f [x1,x0] = e

Co je akysi odhad prvej derivacie pomocou jej funkénych hodnét. Obdobne definujeme
aj jej druhd pomernt diferenciu, pomocou pomernych diferencii nizsieho radu

f [X2,X1] —f [X1,X0]

f [x2, x1, x0] = o—

A v8eobecne aj jej n-ti pomernt diferenciu pomocou pomernych diferencii n — 1 radu

f[Xn, Xn—1, -y x1] — F [Xn—1, .-, X1, X0]

f [Xny Xn—1, - -, X0] = PR
n
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Newtonova interpolacia

Newtonova metdda zaina s konstantnou interpolaciou jednym bodom
No(x) = f(x0)-
Pridanim dal$ieho bodu dostdvame linedrnu interpolaciu
Ni(x) = f(x0) + (x — x0) - f [x1, %0] -
Ak by sme pridali d'aléi bod dostdvame kvadraticki interpolaciu, a pre dal$i bod
obdobne, etc. aZz po n-tu interpolaciu

No(x) = f(x0)+ (x —x0) - F [x1, %0] + (x — x0)(x — x1) - f[x2; x1; x0],
Nn(x) = f(xo0)+ (x —x0) - f [x1,x0] + (x — x0)(x — x1) - f[x2; x1; x0]
+oooF(x=x0)(x—=x1) ... (x = Xxp—1) - f [Xn, Xn—1,-- -, X0] -

Vyhodou Newtonovho interpolaéného polynému je, Ze priddvanim dal$ich ¢lenov

modZeme zvySovat presnost interpoldcie, pricom body x; ani nemusia byt zoradené.
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Newtonova interpolacia

Priklad (2.2)

Ndjdite Newtonov interpolaény polyném pre uzlové body funkcie dané tabulkou:

x: ||-2]0] 2 |4]6
yi=f0q): | 2 [1[-1]2]4
Riesenie budeme zapisovat do nasledujiicej tabulky
i oxi | FOa) | Fxisnox] | f Igos xic, xi] | f [Xiass oo x| F [xiga, - .o xi]
ol 2] 2 | 22 1| CD_ 1] 3(D_1 [ 15 _ 1
B 0—(=2) — 2 23—((—2)) — 8 1—(;2) —8 6—(=2) — 32
—1-1 _ 5—(=1) _ 5 578 _ _1
1] 0 1 50 — 1 24—30 — 8 60 — 8
2—(—-1) _ 3 -5 _ 1
2] 2 —1 i(_%) —2 52— 8§
3 4 2 = =1
4] 6 4
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Newtonova interpolacia

Hodnoty prvych pomernych diferencii prislusnych radov pouZijeme na uréenie
Newtonovho interpolaéného polynému

n) = 24642 (—5) + 42— 0 ()
+(x+2)(x —0)(x — 2) -
+(x +2)(x = 0)(x —2)(x — 4) - <_32>

1, 1, 7
= —o;X +-x—-x+1

32 4 4
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Newtonova interpolacia

Obr.: Postupné pridavanie jednotlivych s¢itancov Newtonovho interpolaéného polynému
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Newtonova interpoldcia pre ekvidistantné uzly

Poznamka

Predoslé priklady mali uzlové body rozmiestnené v rovnakych vzdialenostiach, tzn.
ekvidistantne. Nebolo to poZiadavkou, t. j. oba polyndmy nevyZaduji aby boli uzlové
body takto rozmiestnené.

Ak sti vsak uzlové body rozmiestnené ekvidistantne, t. j. plati

Xi+1 — Xj = h= COIlSt.,

méZeme Newtonov interpolaény polyném modifikovat, a to nasledujicim spésobom.
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Newtonova interpoldcia pre ekvidistantné uzly

Namiesto pomernej diferencie budeme poZivat jednoduchti diferenciu.
Diferencia prvého radu bude

Af(x) = f(x+ h) — f(x)
a diferencia vy$Sieho radu je
AKF(x) = AR (x + h) — AR (x),

kde h = x;11 — x; je zrejme , krok”, t. j. vzdialenost medzi jednotlivymi uzlami.
Skratene piseme

Af; = f(X,‘ + h) — f(X,') = f(X,'_H) — f(X,') = fit1— fi,

Akf;' — Ak+1fi+1 o Ak_lf,'.
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Newtonova interpoldcia pre ekvidistantné uzly

Diferencie méZeme teraz zrejme vyjadrit ako
f[xit1,xi] = ——.
Diferencia druhého radu je zrejme

Afiqg Af; 2
e

f [Xit2, Xit1, Xi| =

2h 2h2°
Matematickou indukciou dostdvame vztah pre diferenciu k-tého radu
f[Xitks---xi] = ﬁ—:lz
Newtonov interpolaény polyném pre ekvidistantné uzly ma teda tvar
M) = ot (x =) S (o) —x) - ST
...+(X—Xo)(x—x1)...(x—xn)-ﬁ—l;z.
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Newtonova interpoldcia odhad chyby

Pre pouZitie interpolagnych polynémov je doleZité poznat aspoii mieru chyby, ktorej
sme sa pri interpoldcii dopustili, preto je opodstatnené si tito chybu nejakym
spdsobom vymedzit.

Veta

Nech interval | je interval obsahujici vetky uzlové body x;, i = 0,1,...,n, uréujice

interpolacny polyném Pp(x) a nech funkcia f(x) je (n+ 1)-krdt diferencovatelnd na
tomto intervale.

Potom pre [ubovolné x € | existuje také & € I, Ze pre chybu interpolacie plati

. p f(n—i—l) ( g) 3

elx) = X) — = (X —Xo)\X —X1)...\X—Xpn).

() = £ = Polo) = Ty (020 =) (x =) 3)
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Newtonova interpoldcia odhad chyby

Pozndamka
PouZitie predoslého odhadu je v praxi dost ndro&né, kedZe hodnota & je pre kaZdy bod

x z intervalu | ind. Preto chybu ohrani¢ime aspori zhora.

Veta
Oznaéme M1 = malx !f(”ﬂ) (t)| potom pre horné ohrani¢enie chyby plati
te

€0l = 1F() = Pal)l < 7200y fll),(x X0)(x = x1) ... (x = xp).
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Aproximacia metéddou najmensich Stvorcov

Aproximaciou funkcie budeme mat na mysli nahradenie funkcie inou funkciou, ktorej
,vzdialenost “ od pdévodnej funkcie je miniméalna.

Abstraktnost pojmu ,,minimélna vzdialenost dvoch funkcii” nahradime poZiadavkou,
aby odchylky od pdvodnej funkcie boli celkovo (!) minimélne. V istom zmysle mézeme
hovorit aj o akomsi ,, pribliZeni" .

Vo véeobecnej praxi ¢asto ani nie je nutné, aby nami hladana krivka prechadzala
véetkymi bodmi pdvodnej funkcie, nakolko sa €asto jednd o hodnoty funkcie poznaZené
&i uz chybou merania, alebo inak znehodnotené, a teda hladand krivka m3 do istej
miery iba vystihovat charakter hodnét (funkcie).
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Aproximacia m
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Obr.: Vizualizcia aproximacie metédou najmensich Stvorcov.
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Aproximacia metéddou najmensich Stvorcov

Mdme dané dvojice bodov (x;,y;), i = 0,1,...,n. Hladdme teda polyném m-tého
stupna tvaru

m
Pm(x) = a0 + a1x + x>+ .+ apx™ = Z ajxj.
j=0

Pozndamka

podstatne mensi ako polet bodov n (t. j. m < n), ktorymi tento polyném prekladame.
Ak by bol pocet bodov rovnaky ako stuperi polynému islo by zrejme o interpoldciu, t. j.
tvoma bodmi preloZim a ,,najlepsie” polyném druhého stupria (parabolou) tak, Ze bude
tymito bodmi prechddzat.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

PoZadujeme, aby suma odchylok ndsho polynému od danych hodndt (danej funkcie)
bola minimalna, t. j.

n n
E=) = |pm(x)—yi| = min.
i=0 i=0

Nakolko absoltitnu hodnotu nevieme derivovat nahradime ju druhou mocninou rozdielu,
ktord ma velmi podobné vlastnosti (t. j., je kladnd a definuje mieru rozdielu hodnét)

n

E= 26,2 = Z (Pm(xi) — yi)* = min.
i=0

i=0
Dosadime nami hladany polyném, t. j. pm(x) = > 7 a%/
n n m . 2
Fo 3 a eSS (o)

, . . . ' 7 7
Tato suma je funkciou koeficientov hladaného polynému ag, a1, a, ..., am.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Minimalna bude tato suma v pripade, Ze bude prva derivacia rovna nule

0E
8ak '
Upravime
O9E o n.nm . 2 LU . 2
- (Sn ) - SE
Day Oay \ 4 Z (aj P — £~ Qay XY
i=0 j=0 i=0 j=0
n m a . n m
= 23 2(ad ) gy (o ) = 2302 (ad ) o
i=0 j=0 i=0 j=0
m n m n n
= 2y (aJX{-‘rk_yIXI):Q S oS oY k| =0
j=0 i=0 j=0 =0 i=0
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

a dostavame sustavu

n

n n n n
aOZx,-()—i—ale,-l+agzxi2+...+am2x,m = Z)/ixio7
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n n
aOZx,-l—|—alzx,~2—|—agzxi3+...+am2x,.’"+l = Zy,-x,l,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n n
aOZX,?+alzx,-3+aQZx,-4+...+aminm+2 = Zy;x,?,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n n
1 2
ao E x" 4+ a1 E x,.m+ + as E Xl-m+ + ... +am E x,.m+m = g yixi",
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

kde zrejme Y7 x? =31 1=n+1.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Oznadime
n n
Z k z k
Sk = Xi s Tk = YiXi,
i=0 i=0

a dostavame

m
ZaJ--SHk—Tk:O.
j=0
Co je systém linedrnych rovnic
So-ao+ Sirar+...+ Spm-am = To,
51'30+ 52'31+---+5m—|—1'3m = Tla
Sm'ao+5m+1'81+---+ Som-am = Tm.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Maticovo mdZeme tento systém zapisat v tvare

So S s Sm a0 To
51 52 v 5m+1 di Tl
Sm Smy1 - Som dm Tm
RieSenim tohto systému linedrnych rovnic ziskame koeficienty ag, a1, a2, ..., am

polynému, ktorym ,, prekladdme” dané hodnoty.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Désledok (Polynomicka aproximacia priamkou)

Pre polyném 1. stupiia (priamka) m3d systém nasledujici tvar

n n
ao(n+1)+ar ZXI = Zyi’
i=0 i=0

n n n
2
aop E Xj + a1 E X; = E YiXi.
i=0 i=0 i=0
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Propozicia (Polynomickd aproximdcia priamkou)
Pomocou Cramerovho pravidla dostavame

n

n n n
S Vi XE = DX Y Xiyj
i=0 i=0 i

i—0 i=o To-S$—-5 T
o= " N2 (n+1)-S— ()P
(4% () 2= (51
i=o i=0
n—l—l XiYi — X fi
a = ( )12) Y I;) ;)y_(n'i_l)'Tl_Sl'TO
= . - 7 = e (o
CRED L 50 I N
i=o i=o
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Propozicia (Polynomickd aproximécia parabolou)

Pre polyném 2. stupiia (parabola) ma systém nasledujici tvar

n n
ao(n+1)+alzX,'+32ZX;2 = Zyi,
i=0 i=0

i=0
n n n n
, 2 3 _ .
Q) xita) Xpita) xp = YiXis
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 4 2
ao E X; + a1 E Xi + a2 E Xi = E YiXj .
i=0 i=0 i=0 i=0
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Poznamka

Je déleZité si uvedomit, Ze aj ked sme uvaZovali o minimalnej odchylke ndjdeného
polynému (linedrneho alebo kvadratického) od danych bodov, nemusi tento polyném
skutoéne vystihovat redlny charakter danych funk&nych bodov najlepsie, kedZe nejakd
ast variabilty tychto hodnét méZe pripadat na int ako linedrnu, resp. kvadratickii
zavislost (vid'. korela&nd analyza).
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

Priklad

PreloZzme bodmi (1,0), (2,0), (3,4), (4,5), (5,4) a (6,5) parabolu.
i Ly [ R vk |y
of1]o[1] 1 1 0] o
1204 16 | 0 | O
234927 81 |12 36
314|516 64| 256 | 20 | 80
4 |54 ]25]125] 625 | 20 | 100
516 |5 |36|216]1296 | 30 | 180
> [ 21|18 |91 | 441 | 2275 | 82 | 396
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

To znamena, Ze rieSime sustavu

6ag + 21a; +91a, = 18,
2lag +91a; +441la, = 82,
9lag + 441a; + 2275a, = 396.

V maticovom zapise

6 21 91 ao 18
21 91 441 | oar | = 82
91 441 2275 a 396
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

38

Sistavu rieS§ime napriklad Cramerovym pravidlom

6
D=det| 21 = 3920,
91 441 2275
18 21
Dy =det| 82 = —12936,
396 441 2275
6
D, =det| 21 = 11606,
91 396 2275
6 21
D3 =det | 21 = —1050,
91 441 396
Interpolacia funkcie & aproximdacia funkcie metédou najmensich Stvorcov 12. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - polynomicka

a teda
D, —12936
0 = DT 390 0 oY
D, 11606
- 2_220 59607
- D~ 3920 _ 29007
D;  —1050
- BT 026786
a 5 = 3930 0.26786

Hladany polyném m3 tvar

p2(x) = —3.30000 + 2.9607 - x — 0.26786 - x°.
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - exponencidlna

Exponenciondlnu funkciu

zlogaritmujeme
Iny=InA+Bx-Ine=InA+ Bx

a za pouzitia oznalenia a = In A, b = B dostdvame linedrnu aproximaciu
Iny=a+B-x

ktort by sme aproximovali ako v predchadzajicom pripade
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - exponencidlna

parametre podla Cramerovho pravidla pre sistavu 2x2 si

n n n n
ZIny;Zx,-z— Sxi Y xilny;
L _ =0 " i=0 =0 i=0
- n n 2 ’
(4L~ ($x)
i=0 i=0
n n n
(n+1)> xilny; = > x> Iny;
b= i=0 i=0 =0
n n 2 ’
(4%~ (Ex)
i=0 i=0

a nasledne B=b a A = exp(a) = €.

.....
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - exponencidlna 2

Niekedy je lep$ie minimalizovat

n
Zy,- (Iny; —a— bx,-)2 — min,
=0

n n n
32Yi+bZXiYI = Z)ﬁ"nyl',
i=0 i=0 i=0
n n n
aZx;y;—i—be,?y,- = ZXi}/iina
i=0 i=0 i=0
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - exponencidlna 2

n n n n
x2yi) S yilnyi — 3 xiyi S xiyiIny;
(
, _ =0 i=o i=0  i=o
n n n 2 ’
Sy > xPyi — (Z Xiyf>
=0 i=o i=0
n n n n
Yoyidoxiyilnyi = > xiyi > yilny;
p _ =0 i=0 i—0  i=o

n n n 2
Vi > x2yi — (Z Xfyi)
i =0

i=0

kde B=b a A =exp(a) = €°.
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Aproximacia metéddou najmensich Stvorcov - logaritmicka

44

Pre logaritmickd funkciu
y=a+blnx,

budti koeficienty aproximdcie uréené analogicky predodlym postupom a budi viest na
ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktora pouzitim Cramarovho pravidla uréuje
tieto nasledujicim spésobom

b _ i=0
B n 2 n 20
(n+1)> (Inx;)"— ([ > Inx,)
i=0 i=0
Zyl - bZ |nXI
5 — i=0 i=0
(n+1)
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Aproximacia metédou najmensich Stvorcov - mocninova

Mocninovu funkciu
y = A- XBa

aproximujeme pouZitim naslednych odhadov pre parametre
n n n
(n+1)> Inxilny; = > Inx; > Iny;
b — i=0 i=0 i=0
B n 2 n 2 ’
(n+1)> (Inx;)” — (Z Inx,-)
i=0 i=0
n n
Yiny; — b > Inx;
i=0 i=0

2= (n+1) ’

kde B=b a A =exp(a) = €°.

45 Interpolacia funkcie & aproximdcia funkcie metédou najmensich $tvorcov 12. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



