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Singulárny rozklad matice

Veta (Singulárny rozklad matice)

Každá regulárna matica A typu (m, n) je rozložitel’ná na súčin troch mat́ıc

Am,n = Um,m · Sm,n · V T
n,n,

kde matica Um,m je ortonormálna matica (UT · U = I ), ktorej st́lpce sú vlastné vektory
prislúchajúce k vlastným č́ıslam matice A · AT v zostupnom porad́ı, matica Vn,n je
ortonormálna matica (V T · V = I ), ktorej st́lpce sú vlastné vektory prislúchajúce k
vlastným č́ıslam matice AT · A v zostupnom porad́ı a matica S je diagonálna matica
obsahujúca druhé odmocniny vlastných č́ısel matice U, resp. V , v zostupnom porad́ı.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Pŕıklad (1.)

Nájdite singulárny rozklad matice

A =

(
3 1 1
−1 3 1

)
.

Riešenie: Nájdeme maticu U, ktorá bude tvorená vlastnými vektormi matice A · AT

A · AT =

(
3 1 1
−1 3 1

)
·

 3 −1
1 3
1 1

 =

(
11 1
1 11

)
.

Hl’adané vlastné vektory sú teda riešenia homogénnej lineárnej sústavy rovńıc((
A · AT

)
− λ · I

)
· u = 0,
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Táto sústava má netriviálne (nenulové) riešenie práve vtedy, ak plat́ı

det
((

A · AT
)
− λ · I

)
= 0,

čo je charakteristická rovnica matice A · AT , a teda∣∣∣∣ (11− λ) 1
1 (11− λ)

∣∣∣∣ = 0,

odkial’ po úprave dostávame vlastné č́ısla matice A · AT

(11− λ) (11− λ)− 1 = 0,

λ2 − 22λ+ 120 = 0

(λ− 10) (λ− 12) = 0,

λ1 = 12, λ2 = 10.

Zdôraznime jednoznačnost’ poradia vlastných č́ısel, t.j. zostupné poradie.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Pre prvé vlastné č́ıslo λ1 = 12 dostávame homogénnu sústavu(
(11− 12) 1

1 (11− 12)

)
· u1 = 0,(

−1 1
1 −1

)
· u1 = 0,

alebo v inom zápise sústavy rovńıc

−u11 + u12 = 0,

u11 − u12 = 0,

ktorej riešeńım je vektor u1 =

(
u11
u12

)
=

(
k
k

)
, kde k ∈ R.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Bez ujmy na všeobecnosti môžeme zvolit’ napŕıklad za riešenie vektor

u1 =

(
1
1

)
,

ktorý normalizujeme

ũT1 =
uT1∣∣uT1 ∣∣ = (1, 1)√

12 + 12
=

(
1√
2
,
1√
2

)
=

(√
2

2
,

√
2

2

)
,

čiže prvý hl’adaný vektor ũ1 má tvar

ũ1 =

( √
2
2√
2
2

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Pre vlastné č́ıslo λ2 = 10 dostávame homogénnu sústavu(
(11− 10) 1

1 (11− 10)

)
· u2 = 0,(

1 1
1 1

)
· u2 = 0,

teda

u21 + u22 = 0,

u21 + u22 = 0,

ktorej riešeńım je vektor u2 =

(
u21
u22

)
=

(
k
−k

)
, kde k ∈ R.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Opät’ bez ujmy na všeobecnosti môžeme zvolit’ napŕıklad u2 =

(
1
−1

)
, čo po

normalizácii bude

ũT2 =
uT2∣∣uT2 ∣∣ = (1,−1)√

12 + 12
=

(
1√
2
,
−1√
2

)
=

(√
2

2
,
−
√
2

2

)
,

odkial’

ũ2 =

( √
2
2

−
√
2

2

)
.

Hl’adaná matica U preto je

U = (ũ1, ũ2) =

( √
2
2

√
2
2√

2
2

−
√
2

2

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Výpočet matice V je obdobný, je tvorená vlastnými vektormi matice AT · A, čiže

AT · A =

 3 −1
1 3
1 1

 ·
(

3 1 1
−1 3 1

)
=

 10 0 2
0 10 4
2 4 2

 .

Vlastné vektory sú netriviálne riešenia sústavy((
AT · A

)
− λ · I

)
· v = 0,

čo plat́ı iba vtedy, ak

det
((

A · AT
)
− λ · I

)
= 0,
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

odkial’ dosadeńım a úpravou dostávame∣∣∣∣∣∣
(10− λ) 0 2

0 (10− λ) 4
2 4 (2− λ)

∣∣∣∣∣∣ = 0,

−λ3 + 22λ2 − 120λ = 0,

λ (λ− 10) (λ− 12) = 0,

čiže tri hl’adané vlastné č́ısla sú

λ1 = 12, λ2 = 10, λ3 = 0.

Všimnime si zhodu prvých dvoch vlastných č́ısel s predošlými ako aj fakt, že tretie je
nulové!
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Pre vlastné č́ıslo λ1 = 12 dostávame homogénnu sústavu (10− 12) 0 2
0 (10− 12) 4
2 4 (2− 12)

 · v1 = 0,

 −2 0 2
0 −2 4
2 4 −10

 · v1 = 0,

ktorú riešime rozvojom napŕıklad podl’a druhého riadku

v11 = k · (−1)2+1 ·
∣∣∣∣ 0 2
4 −10

∣∣∣∣ = 8k,

v12 = k · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ −2 2

2 −10

∣∣∣∣ = 16k ,

v13 = k · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ −2 0

2 4

∣∣∣∣ = 8k .
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Riešeńım je vektor v1 =

 v11
v12
v13

 =

 8k
16k
8k

, kde k ∈ R.

Bez ujmy na všeobecnosti môžeme zvolit’ za riešenie aj vektor v1 =

 1
2
1

, ktorý

normalizujeme

ṽT1 =
vT1∣∣vT1 ∣∣ = (1, 2, 1)√

12 + 22 + 12
=

(
1√
6
,
2√
6
,
1√
6

)
=

(√
6

6
,

√
6

3
,

√
6

6

)
,

čiže

ṽ1 =


√
6
6√
6
3√
6
6

.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Vlastnému č́ıslu λ2 = 10 prislúcha homogénna sústava lineárnych rovńıc (10− 10) 0 2
0 (10− 10) 4
2 4 (2− 10)

 · v2 = 0,

 0 0 2
0 0 4
2 4 −8

 · v2 = 0,

ktorú riešime rozvojom napŕıklad opät’ podl’a druhého riadku

v21 = k · (−1)2+1 ·
∣∣∣∣ 0 2
4 −8

∣∣∣∣ = 8k,

v22 = k · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 0 2
2 −8

∣∣∣∣ = −4k ,

v23 = k · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ 0 0
2 4

∣∣∣∣ = 0.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Dostávame pŕıslušný vlastný vektor v2 =

 v21
v22
v23

 =

 8k
−4k
0k

, kde k ∈ R.

Opät’ môžeme zvolit’ za riešenie napŕıklad vektor v2 =

 2
−1
0

, ktorý normalizujeme

ṽT2 =
vT2∣∣vT2 ∣∣ = (2,−1, 0)√

22 + (−1)2 + 02
=

(
2√
5
,
−1√
5
, 0

)
=

(
2
√
5

5
,
−
√
5

5
, 0

)
,

teda

ṽ2 =

 2
√
5

5
−
√
5

5
0

 .
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Vlastný vektor v3 prislúcha vlastnému č́ıslu λ3 = 0, pre ktorú dostávame sústavu (10− 0) 0 2
0 (10− 0) 4
2 4 (2− 0)

 · v3 = 0,

 10 0 2
0 10 4
2 4 2

 · v3 = 0,

ktorú riešime napŕıklad opät’ podl’a rozvoja druhého riadku.

v31 = k · (−1)2+1 ·
∣∣∣∣ 0 2
4 2

∣∣∣∣ = 8k,

v32 = k · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 10 2

2 2

∣∣∣∣ = 16k ,

v33 = k · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ 10 0

2 4

∣∣∣∣ = −40k.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Posledný vlastný vektor je zrejme v3 =

 v31
v32
v33

 =

 8k
16k
−40k

, kde k ∈ R.

Zvoĺıme napŕıklad vektor v3 =

 1
2
−5

, ktorý po normalizácii bude

ṽT3 =
vT3∣∣vT3 ∣∣ = (1, 2,−5)√

12 + 22 + (−5)2
=

(
1√
30

,
2√
30

,
−5√
30

)
=

(√
30

30
,

√
30

15
,
−
√
30

6

)
,

a preto

ṽ3 =


√
30
30√
30
15

−
√
30

6

 ·
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Matica V má teda tvar

V =


√
6
6

2
√
5

5

√
30
30√

6
3

−
√
5

5

√
30
15√

6
6 0 −

√
30

6

 .

V rozklade však vystupuje transponovaný tvar tejto matice, ktorý sme trochu upravili

V T =


√
6
6

√
6
3

√
6
6

2
√
5

5
−
√
5

5 0√
30
30

√
30
15

−
√
30

6

 .

Matica S typu (2, 3) je diagonálna matica obsahujúca druhé odmovniny vlastných č́ısel
mat́ıc U a V

S =

( √
12 0 0

0
√
10 0

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 1.

Singulárny rozklad matice A je teda

Am,n = Um,m · Sm,n · V T
n,n

=

( √
2
2

√
2
2√

2
2

−
√
2

2

)( √
12 0 0

0
√
10 0

)
√
6
6

√
6
3

√
6
6

2
√
5

5
−
√
5

5 0√
30
30

√
30
15

−
√
30

6


=

(
3 1 1
−1 3 1

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Pŕıklad (2.)

Nájdime singulárny rozklad matice

A =

 1 2
1 0
0 1

 .

Riešenie: Hl’adáme maticu U, tvorenú vlastnými vektormi matice

A · AT =

 1 2
1 0
0 1

 ·
(

1 1 0
2 0 1

)
=

 5 1 2
1 1 0
2 0 1

 ,
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

ktorá má charakteristickú rovnicu

det
(
A · AT − λ · I

)
= 0,∣∣∣∣∣∣

5− λ 1 2
1 1− λ 0
2 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

čiže ∣∣∣∣∣∣
5− λ 1 2
1 1− λ 0
2 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 7λ2 − 6λ = −λ (λ− 6) (λ− 1) = 0

preto vlastné č́ısla tejto matice sú

λ1 = 6,

λ2 = 1,

λ3 = 0.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Pre λ1 = 6 bude prislúchat’ vlastný vektor vyhovujúci homogénnemu systému 5− λ1 1 2
1 1− λ1 0
2 0 1− λ1

 · u1 = 0,

 −1 1 2
1 −5 0
2 0 −5

 · u1 = 0,

ktorú riešime rozvojom napr. 1. riadka a dostávame

u11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ −5 0
0 −5

∣∣∣∣ · k = 25k ,

u12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 1 0
2 −5

∣∣∣∣ · k = 5k ,

u13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 1 −5
2 0

∣∣∣∣ · k = 10k , k ∈ R.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

A teda jedným z riešeńı je napŕıklad vektor u1 =

 5
1
2

, ktorý normalizujeme

ũT1 =
uT1
|u1|

=
(5, 1, 2)T√
52 + 12 + 22

=
(5, 1, 2)T√

30
=

(
5√
30

,
1√
30

,
2√
30

)T

=

(√
30

6
,

√
30

30
,

√
30

15

)T

.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Pre vlastné č. λ2 = 1 riešime sústavu 5− λ2 1 2
1 1− λ2 0
2 0 1− λ2

 · u2 = 0,

 4 1 2
1 0 0
2 0 0

 · u2 = 0,

ktorú riešime rozvojom podl’a druhého riadku

u21 = (−1)2+1 ·
∣∣∣∣ 1 2
0 0

∣∣∣∣ · k = 0,

u22 = (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 4 2
2 0

∣∣∣∣ · k = −4k ,

u23 = (−1)2+3 ·
∣∣∣∣ 4 1
2 0

∣∣∣∣ · k = 2k , k ∈ R.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Teda bez ujmy na všeobecnosti u2 =

 0
2
−1

, ktorý tiež normujeme

ũT2 =
uT2
|u2|

=
(0, 2,−1)√

02 + 22 + (−1)2
=

(
0,

2√
5
,
−1√
5

)T

=

(
0,

2
√
5

5
,
−
√
5

5

)T

.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

A pre vlastné č́ıslo λ3 = 0 riešime homogénnu sústavu 5− λ3 1 2
1 1− λ3 0
2 0 1− λ3

 · u3 = 0,

 5 1 2
1 1 0
2 0 1

 · u3 = 0,

riešime rozvojom prvého riadka

u31 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ · k = k ,

u32 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 1 0
2 1

∣∣∣∣ · k = −k ,

u33 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 1 1
2 0

∣∣∣∣ · k = −2k, kde k ∈ R.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Opät’ bez ujmy na všeobecnosti, nech je u3 =

 1
−1
−2

, ktorý takisto znormujeme

ũT3 =
uT3
|u3|

=
(1,−1,−2)√

12 + (−1)2 + (−2)2
=

(
1√
6
,
−1√
6
,
−2√
6

)T

=

(√
6

6
,
−
√
6

6
,
−
√
6

3

)T

.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Ďal’̌sia matica V bude tvorená vlastnými vektormi matice

AT · A =

(
1 1 0
2 0 1

)
·

 1 2
1 0
0 1

 =

(
2 2
2 5

)
,

ktorá bude mat’ tie isté vlatsné č́ısla (okrem nulového) ako matica A · AT , ked’že jej
charakteristická rovnica je∣∣∣∣ 2− λ 2

2 5− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 7λ+ 6 = (λ− 6) (λ− 1) = 0.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Pre λ1 = 6 riešime (
2− 6 2
2 5− 6

)
· v1 = 0,(

−4 2
2 −1

)
· v1 = 0,

rozvojom prvého riadku by sme dostali napŕıklad jedno z riešeńı v1 =

(
1
2

)
, ktorý má

normalizovaný tvar ṽ1 =

(
1√
5
2√
5

)
=

( √
5
5

2
√
5

5

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

A podobne pre λ2 = 1 riešime sústavu(
2− 1 2
2 5− 1

)
· v2 = 0,(

1 2
2 4

)
· v2 = 0,

ktorá má napŕıklad riešenie v2 =

(
2
−1

)
a to má po normalizovańı tvar

ṽ2 =

(
2√
5

−1√
5

)
=

(
2
√
5

5
−
√
5

5

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Čiže matica U má st́lpce tvorené vlastnými vektormi u1,u2,u3, teda

U =


√
30
6 0

√
6
6√

30
30

2
√
5

5
−
√
6

6√
30
15

−
√
5

5
−
√
6

3


a podobne matica

V =

( √
5
5

2
√
5

5
2
√
5

5
−
√
5

5

)
avšak do redekompoźıcie dosádzame jej transponovaný tvar (v tomto pŕıpade totožný)

V T =

( √
5
5

2
√
5

5
2
√
5

5
−
√
5

5

)
.
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Singulárny rozklad matice - Pŕıklad 2.

Zrejme plat́ı

U · S · V T =


√
30
6 0

√
6
6√

30
30

2
√
5

5
−
√
6

6√
30
15

−
√
5

5
−
√
6

3

 ·


√
6 0

0
√
1

0 0

 ·

( √
5
5

2
√
5

5
2
√
5

5
−
√
5

5

)

=

 1
30

√
5
√
6
√
30 1

15

√
5
√
6
√
30

1
150

√
5
√
6
√
30 + 4

5
1
75

√
5
√
6
√
30− 2

5
1
75

√
5
√
6
√
30− 2

5
2
75

√
5
√
6
√
30 + 1

5


=

 1.0 2.0
1.0 −1. 262 2× 10−29

−1. 262 2× 10−29 1.0

 .
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Singulárny rozklad matice

Singulárny rozklad mat́ıc nachádza bohaté uplatnenie v teórii mat́ıc a algebry (výpočet
pseudoinverzných mat́ıc, riešenie sústav homogénnych lineárnych rovńıc, podobné
matice, atd’.).

V minulosti sa tento rozklad použ́ıval i na riešenie nehomogénnych sústav lineárnych
rovńıc.

Uved’me si tento postup, ktorý je vel’mi podobný využitiu LU rozkladu na riešenie
týchto sústav.
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Singulárny rozklad matice

Pôvodnú maticu sústavy
Ax = b,

nahrádzame singulárnym rozkladom

U · S · V T · x = b,

túto maticovú rovnicu prenásob́ıme zl’ava inverznou maticou U−1 (matica U je
ortonormálna, a teda plat́ı U−1 = UT )

S · V T · x = UT · b.
Polož́ıme V T · x = y ⇔ x =V ·y a UT · b = d. Po vyriešešeńı (vynásobeńı) d =UT · b
ako aj y =V T · x následne vyriešime sústavu S · y = d.
V prostred́ı MatLab by pre danú maticu sústav A a st́lpcový vektor pravých strán b
postup vyzeral nasledujúcim spôsobom

[U,S,V]=svd(A);

x=V*((U’*b)./diag(S)
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