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Singularny rozklad matice

Veta (Singuldrny rozklad matice)

Kazd4 reguldrna matica A typu (m, n) je rozloZitefna na st&in troch matic

Am,n = Um,m : Sm,n : VnTna
kde matica Uy, m je ortonormaina matica (UT - U = 1), ktorej stlpce sii vlastné vektory
prislichajiice k vlastnym &islam matice A- AT v zostupnom poradi, matica V, , je
ortonormalna matica (VT -V = |), ktorej stipce sii vlastné vektory prislichajiice k
vlastnym &islam matice AT - A v zostupnom poradi a matica S je diagondlna matica
obsahujiica druhé odmocniny vlastnych &isel matice U, resp. V, v zostupnom porady.
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

3

Priklad (1.)

Najdite singularny rozklad matice
3 11
A= < -1 3 1 ) '

Riesenie: Ndjdeme maticu U, ktord bude tvorena vlastnymi vektormi matice A- AT

3 -1
3 11 1 1
A-AT = ( > 1 3 | = ( ) :
-1 3 1 11 1 11
Hladané vlastné vektory sti teda rie$enia homogénnej linedrnej siistavy rovnic

((A-AT>—)\-I)-U:0,
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Této sdstava ma netrividlne (nenulové) rieSenie prave vtedy, ak plati
det(<A-AT) —A-I) —0,

¢o je charakteristicka rovnica matice A- AT, a teda

’ (11-1) 1

1 (11—>\)’:0’

odkial po dprave dostdvame vlastné &isla matice A- AT
(I11-XN)(11-X) -1 = 0,
A2 — 220 +120 =
(A=-10)(A—-12) = 0,
A1 =12, Ao = 10.

Zdéraznime jednoznaénost poradia vlastnych &isel, t.j. zostupné poradie.
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Pre prvé vlastné &islo A; = 12 dostdvame homogénnu sistavu

((11;12) (11112)>'ul =0,

101
<1 —1)'“1 =0,

—uy, + th, = 07

alebo v inom zapise slstavy rovnic

u, —u, = O,

ktorej rieSenim je vektor u; = < le ) = ( Z ) kde k € R.
1>
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

6

Bez ujmy na vieobecnosti mézeme zvolit napriklad za rie$enie vektor

up =
1 1 )
ktory normalizujeme

al - u/ (1,1) _<L
|u1’ m_

)-(2:2)

1
2’2
gize prvy hladany vektor u; ma tvar

S
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Pre vlastné &islo A = 10 dostdvame homogénnu sistavu

((11;10) (11i10)>'uz =0

11
(1 1)'“2 =0,

teda
uz, + uz, = 07
uz, + uz, = 07
ey . un, k
ktorej rieSenim je vektor uy = = , kde k € R.
uy, —k
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

8

. o g . 1 "
Opat bez ujmy na v&eobecnosti méZeme zvolit napriklad uy = ( 1 > ¢o po

normalizacii bude

o T L) (1Y (V2 e
Tl verr e T\ )

odkial

Hladand matica U preto je

o V2 V2
U:(ul,uz): \% _3[ .
2

N

2
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

9

Vypotet matice V je obdobny, je tvorend vlastnymi vektormi matice AT - A, &ize

3 -1 10 0 2
AT A=|1 3 <_31;1>: 0 10 4
11 2 4 2

Vlastné vektory st netrividlne rieSenia ststavy

((AT-A>—)\-I)-v:O,

det((A-AT>—)\-l)=O,

o plati iba vtedy, ak
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

odkial dosadenim a tdpravou dostdvame

(10-1) 0 2
0 (10-x) 4 = 0,
2 4 (2-1)

N3 42202 -1200 = O,
AA—10)(A—12) = 0,

ize tri hladané vlastné &isla su
M=12, A =10, A3=0.

Vsimnime si zhodu prvych dvoch vlastnych &isel s predoslymi ako aj fakt, Ze tretie je
nulové!
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Pre vlastné &islo A; = 12 dostdvame homogénnu sistavu

(10 — 12) 0 2
0 (10 — 12) 4 -vp = 0,
2 4 (2-12)
-2 0 2
0 -2 4 V1 = 0,
2 4 -10
ktord rie$ime rozvojom napriklad podla druhého riadku
w = k(|92 \:sk,
vi, = k-(=1)**2. _22 _210 ’:16/(,
vi, = k-(=1)*"3. _22 2 = 8k.
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

vy, 8k
RieSenim je vektor vi = Vi, = 16k |, kde k € R.
Vis 8k

1
Bez ujmy na vieobecnosti mdZeme zvolit za riedenie aj vektor vi = | 2
1
normalizujeme

- ) )

) , ktory
V6
6 b

)

r_vi (121 :<1 2 1):<\/6 6

1 = T )
v{| V12422412 6 V6 V6 6 3
ize N
V6
6
V] = \/Té .
V6
6
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Vlastnému &islu Ao = 10 prislicha homogénna siistava linedrnych rovnic

(10 — 10) 0 2
0 (10—-10) 4 vy = 0,
2 4 (2 - 10)
0 0 2
0 0 4 Vp = 0,
2 4 -8

ktord rie$ime rozvojom napriklad opit podla druhého riadku
0 2

241
vo, = k-(=1)". 4 —8‘:8’&
0 2
vo, = k-(=1)**2. 5 g ‘:—4k,
213 |0 0
v, = k-(=1)°*°. 5 4 |=0
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

V2, 8k
Dostdvame prislusny vlastny vektor vo = | v, | = ( —4k |, kde k € R.
V2, 0k
2
Opiat mdZeme zvolit za rieSenie napriklad vektor vy = ( —1 |, ktory normalizujeme
0
]

(2,-1 0) _ (
|V2T’ \/22 2402

IS
|
ol —
o
~~
I
VR
‘l\)
(€3]
S
m"
S
(e)
~_

teda

Il
5

V2
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Vlastny vektor v3 prisliicha vlastnému &islu A3 = 0, pre ktort dostavame stistavu

(10-0) 0 2
0 (10-0) 4 vs = 0,
2 4 (2-0)
10 0 2
0 10 4 V3 = 0,
2 4 2
ktoru rie$ime napriklad opit podla rozvoja druhého riadku.
L (241 |02
V31 = k ( 1) 4 2 ’ - 8k)
10 2
vs, = k-(=1)*"2. 5 5 ‘ = 16k,
o03 | 10 O
v, = k-(=1)°". 5 4 | =40k
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

V3, 8k
V3, 16k |, kde k € R.
V3, —40k

Posledny vlastny vektor je zrejme vz =

1
Zvolime napriklad vektor vz = 2

-5

, ktory po normalizacii bude

- v] (1,2,-5) 2 -5
V:;r: 3 = =
‘V?)T‘ \/12_|_22 5) V30" V30 V30

a preto

V30 V30 V30
307 157 6

= w
A5els
|§oo

V3

(o)}
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Matica V ma teda tvar

V6 2v5 /30
6 5 30

v=| ¥6 =5 V30
3 5 15

V6 —/30
6 0 6

V rozklade v8ak vystupuje transponovany tvar tejto matice, ktory sme trochu upravili
V6 V6 V6
6

0
—1/30

6

=
|
.

vl =

w
w U"|
83
&
S

1

o1

Matica S typu (2, 3) je diagondlna matica obsahujtica druhé odmovniny vlastnych &isel

matic U a V
s_ (V2 0 0
0 V10 0 )°
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Singularny rozklad matice - Priklad 1.

Singuldrny rozklad matice A je teda

Am,n = Um,m : Sm,n : VT

ol
ol

Il
—/
SR

<ol
SN—
N
5o
N,
S
5

w
w‘-"‘|
83
-
o
5l
|
c\ﬁ o cnl%
)
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Priklad (2.)

Ndjdime singuldrny rozklad matice

Riesenie: Hladdme maticu U, tvorenti vlastnymi vektormi matice
1 2 51 2

A-AT=110 (;éE)): 110,
01 2 01
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

ktora ma charakteristickd rovnicu
det(A-AT—)\-I) — 0
5— X 1 2

1 1—-A 0 = 0,
2 0 1-X

5-x 1 2
1 1-X 0 |[=-X+72-6A=-A(A-6)(A-1)=0
2 0 1-2X

preto vlastné &isla tejto matice st

A = 6,
X = 1,
A3 = 0.
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Pre A1 = 6 bude prislichat vlastny vektor vyhovujici homogénnemu systému

5—-M\ 1 2
1 1-— )\1 0 ‘U = 0,
2 0 1-—X\
-1 1 2
1 -5 0 U = 0,
2 0 -5
ktord rieSime rozvojom napr. 1. riadka a dostdvame
_ (_qy1| 50 _
ui, = ( 1) 0 _5 ‘ k—25k,
1 0
u, = (_1)1+2 2 _5 ' k = 5k7
m, = (1) ; _05 -k =10k, k € R.
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

5
A teda jednym z rieSeni je napriklad vektor uy = | 1 |, ktory normalizujeme
GT _ uil' _ (57172)T _ (57172)T _ ( 5 1 2 )T
' w| V52112422 /30 30" /30" /30

V30 V30 V30
6 > 30’ 15 ’
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Pre vlastné €. A\» = 1 rieSime ststavu
5—X 1

1
2

ktor(i rie$§ime rozvojom podla druhého riadku

uz, =

up, =

uz, =
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1—)\2

(_1)2+1 .
(~1)+2.

(_1)2+3 .

= 0,

1-— )\2
4 1 2
1 00 = 0,
2 0 0

1 2

0 0 k=0,

4 2

> 0 k = —4k,

4 1

> 0l k =2k, k e R.
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Teda bez ujmy na vSeobecnosti u, = 2 , ktory tieZ normujeme
-1

T ul (0,2,-1) _(0 2 —1>T

u2 = _— =
uz| \/o2 +224 (~1)°

(25 VB
=\ )
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

A pre vlastné &islo A3 = 0 rieSime homogénnu siistavu

5—-X3 1 2
1 1—)\3 0 U3z = 0,
2 0 1—-23
51 2
1 1 0 U3z = 0,
2 01
rieSime rozvojom prvého riadka
o= ()oY k=k
w = ()20 T k=
143 1 1
uz, = (-1) 5 0 -k = =2k, kde k € R.
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

1
Opit bez ujmy na vdeobecnosti, nech jeus = | —1 |, ktory takisto znormujeme
-2
T T
~T u3 (1,-1,-2) < 1 -1 —2)
u = _— = — =T —
’ 6" V6 V6

Jus| \/12+(—1)2+(—2)2
<f V6 —¢6>T.

6 6 3
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Dal%ia matica V bude tvorend vlastnymi vektormi matice

12
110 2 2

T . = . =

ALA (2 01) é? (25)’

ktord bude mat tie isté vlatsné &isla (okrem nulového) ako matica A- AT, kedZe jej
charakteristickd rovnica je

‘Z—A 2

—\2 _ — _ _ —
) 5_A‘—A TA+6=(A—6)(A—1)=0.
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Pre A1 = 6 rieSime

2-6 2
( 2 5—6)"’1 =0

~4 2
( 2 —1)"’1 =0

rozvojom prvého riadku by sme dostali napriklad jedno z rieSeni vi =
i
— 5
2v5 |-
5
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

A podobne pre Ay = 1 rieSime slstavu

2-1 2
( 2 5—1>"’2 =0

12
(2 4)"’2 =0

ktora ma napriklad rieSenie vp = ( ) a to ma po normalizovani tvar

(1))
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

.

CiZze matica U ma stlpce tvorené vlastnymi vektormi ug, us, uz, teda

V30 V6
6 6
U= V30 2v6 =6
30 5 6
V30 —=v5 =6
15 5 3
a podobne matica
( 5 )
_ 5 5
T\ 26 5
5 5

avdak do redekompozicie dosddzame jej transponovany tvar (v tomto pripade totoZny)

(% %)
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Singularny rozklad matice - Priklad 2.

Zrejme plati

Uu-s-vio= | ¢ % = 0 Vi 25 5
R = o 0 0 =0
LV5V6V30  1v5V6v30
= | &V5VEv30+ 2 LV5V6v30 - 2
LV5V6v30 -2 2V5V6v30 + L
1.0 2.0
= 1.0 —1.2622 x 102
—1.2622 x 10729 1.0
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Singularny rozklad matice

Singularny rozklad matic nachiddza bohaté uplatnenie v tedrii matic a algebry (vypocet
pseudoinverznych matic, rieSenie stistav homogénnych linedrnych rovnic, podobné
matice, atd’.).

V minulosti sa tento rozklad pouZival i na rieSenie nehomogénnych ststav linedrnych
rovnic.

Uved me si tento postup, ktory je velmi podobny vyuZitiu LU rozkladu na riedenie
tychto sustav.
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Singularny rozklad matice

Pdvodnd maticu sistavy
Ax = b,

nahrddzame singuldrnym rozkladom

U-S-VT.x=b,
tlto maticovi rovnicu prendsobime zlava inverznou maticou U~ (matica U je
ortonormalna, a teda plati U~ = UT)

S-Vl.x=U""b.
Polozime VT -x =y < x=V-y a U -b = d. Po vyriefeeni (vyndsobeni) d =U" - b
ako aj y =V T - x nasledne vyrieSime stistavu S -y = d.
V prostredi MatLab by pre dand maticu sdstav A a stlpcovy vektor pravych stran b
postup vyzeral nasledujicim spésobom

[U,S,V]=svd(A);
x=V*((U"*b)./diag(S)
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