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ém linedrnych systémov

Siastava n linedrnych rovnic o n nezndmych (a tymi sa budeme vyhradne zaoberat)
rozumieme systém linedrnych rovnic tvaru

ayixy +aipxo +...+ainxs = by,
a1x1+agoxp+ ... +axpxp = by, (].)
an1X1 + an2X2 + ...+ apnpXp = by.

Systém moZeme reprezentovat maticovou rovnicou

Ax = b, (2)
kde A = {a;J};’le je matica siistavy, x = (x1, x2,...,x,) " je stipcovy vektor
neznamych a b = (by, by, ..., b,)" je stipcovy vektor pravych stran.
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Riegitelnost linedrnych systémov

Definicia (RieSenie linedrneho systému)
Vektor x sa nazyva rieSenie systému (1), prave vtedy, ak vyhovuje maticovej rovnici

(2), t. j. plati
Ax = b.

Poznamka (Existencia jednozna&ného rieZenia linedrnej sistavy)

Z predoslych kurzov linedrnej algebry je nam zname, Ze existuje prave jedno rieSenie Xg
systému (1), a to iba v pripade Ze, existuje inverznd matica A~ ku $tvorcovej matici
systému A, a ta existuje iba vtedy, ak je matica A regularna®, t. j. det A # 0, resp.
hodnost matice A je rovnd jej stupfiu n, h(A) = n.

1V d'alsom budeme vzdy predpokladat reguldrnost matice stistavy.
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Priame a nepriame metddy rieSenia linedrnych systémov

V zédsade rozliujem dva typy metdd rieSenia sustav linedrnych rovnic

1.) Priame metédy rieSenia

Vypodet rie$enia pomocou priamej metddy nie je zataZeny nijakymi systémovymi
chybami metédy (nehladdme priblizné riedenie). Vysledok je ovplyvneny iba chybami
zaoukrihlovania.

2.) Nepriame (iteratné) metédy riedenia

Vysledkom je priblizné rie$enie zataZené nielen zaokriihlovacimi chybami, ale aj
systémovymi chybami metddy.
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo je zndma metdda riefenia sistav linedrnych rovnic. Spoéiva

v priradeni jednotlivym zloZkam rieSenia Xi prislusné podiely determinantu matice
vzniklej nahradenim prislusného i-tého stlpca matice sudstavy stlpcom pravych stran b
a determinantu matice ststavy A.

Veta (Cramerovo pravidlo)

Nech D je deteminant matice sdstavy. Nech D; je deteminant matice, ktord vznikla
z matice sustavy nahradenim i-tého stlpca vektorom pravej strany. RieSenim sistavy
(2) je vektor x = (x1,x2, . .. ,x,,)T, kde

D;
Xi = =

D
text kde i=1,2,...,n
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Cramer

Gaussova eliminaénda m a- GEM

Gaussova eliminatna metdda riedenia siistavy je zaloZend na tom, Ze siistavu
linedrnych rovnic Ax = b prevedieme (pomocou troch ekvivalentnych riadkovych
maticovych operdcii) na ekvivalentnd stistavu rovnic Cx = d, kde matica C je hornd
trojuholnikovad matica. Z tohto tvaru vieme spitnou transformaciou najst presné
rieSenie ststavy Ax = b.

Pouzijic algoritmus

forj = 2:n
fori = j:n
m = (aij-1)/(aj-1j-1);
aij = aj— a1 m
bij = bi—bj_1-m;
end
end
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Gaussova eliminaéna metéda - GEM

Dostdvame z p6vodnej sistavy Ax = b (1) ststavu v tvare Cx = d, kde matica

(k) _

C= { (k )} je horna trojuholnikova matica ( =0, pre i > j) vzniknutd
i=j

kone¢nym poctom elementarnych riadkovych operacii algoritmu aplikovanych na
pévodni maticu A

a11x1 + aioxe +a13x3 + ...+ a,p—1Xp—1 + a1,nXn = b1,
aglgxz + ag 3)x +.ot ag ) 1Xn-1+ a&fﬁxn = bgl),
N O M
gn Ln—1Xn—-1 1 af, 12r)1X” = bgn:lz)
agnn 1) _ bgn—l).
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Gaussova eliminaéna metéda - GEM

Z tohto horného trojuholnikového tvaru Cx = d spatnou transformaciou dostaneme
(aspoii teoreticky) presné rieSenie x = (x1, X2, . . . ,x,,)T.

w = (ba)/ (al)

forj = n—1:-1:1
X = bj — Za(n —J) X /J(Z—J)
i=j+1
end
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Gaussova eliminaéna metéda - GEM

Pozndamka (éiastoén)'/ resp. dplny vyber hlavného prvku)

Visimnime si, Ze v predoslom algoritme sa vyskytuje viac krdt delenie diagonalnym
prvkom matice aJ(-S-)
k &islu nula, je dany algoritmus silne citlivy na $irenie zaokriihlovacej chyby. Preto je
vhodné dbat na to, aby sme vyskytu takychto hodnét po&as vypoctu zamedzili.

. Je samozrejmé, Ze v pripade prvkov hlavnej diagonaly blizkych

Aby sme teda minimalizovali zaokriihlovacie chyby, je vhodné vyberat za hlavné
prvky (pivoty) aJ(.j.), také prvky upravenej matice sustavy, ktoré maji &o
najvacsiu absolitnu hodnotu. Chyba sa v takomto pripade pri d'alsich ndsobeniach
dalej nezvia&Suje. Ak vyberame v danej fize hlavny prvok zo vsetkych prvkov, ktoré
prichdadzaji do dvahy, hovorime o algoritme s uplnym vyberom hlavného prvku. Ak
vyberame hlavny prvok len z niektorych prvkov (napr. len z jedného riadku alebo st/:nca
matice) hovorime o algoritme s &iastocnym vyberom hlavného prvku.
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Gaussova eliminaéna metéda - GEM

Poznamka (Vypottovd ndro¢nost GEM)

Pre sistavu n linedrnych rovnic je celkovy polet operdcii delenia n(n+ 1) /2, po&et
operdcii ndsobenia pri doprednej elimindcii je n(n+ 1) (n—1) /3, pri spatnej
transformdcii je po&et operdcii ndsobenia n(n—1) /2.

Teda celkovy pocet operacii je potom

n(n+1)/2+n(n+1)(n—1)/3+n(n—1)/2:%n(n2+3n—1).

Pre dostato&ne velké n je tento polet operdacii priblizne dany

n3
S~
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RieSenie linedrnych sistav pomocou inverznej matice

Dal3ia priama metdda rieSenia sdstavy linedrnych rovnic je zaloZzend na rieSeni
maticovej rovnice, t.j.

Ax = b /A*1 (ndsobenie sprava)
x = A'.b.

Na prvy pohlad jednoduché riedenie v sebe ukryva zdsadny problém, a to problém
hladania inverznej matice. Z kurzov algebry vieme, Ze existujii v zadsade dva spdsoby
hladania inverznej matice, a to pomocou algebraickych doplnkov a tipravou
elementdrnymi Gpravami. Oba spbsoby st defacto zaloZené na algoritmoch uz
spomenutych metéd Cramerovho pravidla a Gaussovej eliminanej metddy.

z vypottovej techniky je zndmy prikaz z praxe prostredia MatLab x = A\b.
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LU rozklad - algoritmus

LU rozklad matice A je algoritmus hladania koeficientov matice L a U je zaloZeny na
dprave matice sdstavy na horny trojuholnikovy tvar (matica U, ,upper triangular
matrix ") a sti¢asnd Uprava jednotkovej matice / na dolny trojuholnikovy tvar (matica

L, ,lower triangular matrix"), pre ktore plati

A=L-U.

Vo v8eobecnosti je definovany nasledujiicim spésobom

i—1
u,',_,' = a,-yj—Zuk.J--/,-’k, prei:j—|—17j+2,...,n7
k=1
1 T
/,',J' = T a;J—ZukJ-/,-7k , pre j=i+1,i4+2,...,n.
1,1 k:].
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LU rozklad matice 3x3

V pripade matice 3 X 3 je tento postup nasledujtci

a1 a2 a3 1 0 0 Uil U1z U13
a1 a2 a3 | = kL1 1 0 0 o w3 |,
a1 as2 a33 Bi1i k2 1 0 0 w3

algoritmus mdZeme zapisat nasledujiicim spésobom

hi=1, Uyl = aii,
ha=1, ui2 = aip,
B3 =1, U3 = a3,
a1
hi=—=, o =app— U1 by,
ui1
1
B1=—"a31, U3 =ap3—U13-hj,
ui1
1
ko = o (320 —uw12-h1), uzz=asz—(v13-Bi1+uws-hi).
2,2
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LU rozklad - priklad

Priklad (1a)
Ndjdite LU rozklad matice

2 5 6
4 13 19
6 27 50

Najskoér si predpripravime matice L a U v poZadovanom tvare
2 5 6 1 0
u=10 ... ... |, L=1 ... 1

0
0
0 1
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LU rozklad - priklad

Priklad (1b)

Matica U vznikne ekvivalentnymi dpravami z matice A, t.j.

2 5 6
4 13 19 | —(5=2)-1.
6 27 50 ) —(3=3)-L
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LU rozklad - rieSenie sistavy

Pomocou LU rozkladu moZeme riesit suistavu linedrnych rovnic nasledovnym
sp6sobom. Pdvodny systém

Ax=Db
prepiseme pomocou rozkladu ako
LUx =
=~
y
oznadime
Ux =y,

ktorti spatnou transformdciou lahko vyrie$ime, ked Ze matica U je hornd trojuholnikova
matica. RieSenie y ziskame rie$nim sistavy

Ly =b,

ktoru rie$ime doprednou transformaciou, ked'Ze matica L je dolna trojuholnikova
matica.
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Choleskyho rozklad

Veta (Choleskyho rozklad)

Ak A je symetricka, pozitivne definitna matica, potom existuje dolnd
trojuholnikova matica L s kladnymi diagondinymi prvkami taka, Ze plati

A=1L-LT.

Tento rozklad sa nazyva Choleskyho rozklad? a plati

j—1
2 -
ajyj—g /J.7k, prej =12 ....n,
k=1

~1

1 g L

/iJ — lu.(g[-’j_g /i,k‘/j,k>a pre/:]—|—17j—|—2,...,rl.
JJ k=1

20bjavil André-Louisom Choleskym pre redlne matice a posmrtne bol publikovany v roku 1924.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Cholesky_decomposition

Choleskyho rozklad

Definicia (Pozitivne definitna matica)
Matica A sa nazyva pozitivne definitna prdve vtedy, ak pre kaZdy vektor x € R"

xT - A.-x>0.

Pozndamka
Nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné:

1. Matica A je pozitivne definitna.
2. VSetky vlastné Cisla matice A sd kladné.
3. Existuje Choleskyho rozklad A= L-LT.
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Choleskyho rozklad

Priklad (2a)
Ndjdite Choleskyho rozklad matice

25 15 -5
A= 15 18 0
-5 0 11
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

hi = /a1 \/_—5
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

hi = /a1 \/_—5
a1 15

/ = /= — = 37
2,1 iy 5
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

/1,1 = /911 =2 —5
15
hy = 2L_-22_3
h1

hy = +|a, /21_\/18 32=19=3,
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

hi = /a1 \/_—5

15

hi = 721: — 3,
1,1

ho = \Jap—B;=118-32=10=3,
a31—0 -

I = = ___1

3,1 /171 5 )
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

hi = /a1 \/_—5

1
h1 = 72 L — 5 =3,
1,1
hy = +|a, /21_\/18 32=19=3,
a3 1 — 0 -
/ - - = _17
3,1 /171 5
/ o 2372—/271-/371 :0—3'(—1):1
3,2 /272 3 ;
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Choleskyho rozklad

Priklad (2b)

Jednotlivé koeficienty uréime pomocou definicie Choleskyho rozkladu

k3

NER =25 = 5,
321 _ 15 3
h1 1
NES /21_\/18 32=19=3,
331_—0 D
/171 5
a32—-hi-B1 0-3- (-1) _1
b ’

Jass— By — By = /11— (-12-12 = Vo =3,
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Choleskyho rozklad

Priklad (2c)
Choleskyho rozklad matice A je

25 15 -5 5 0 0 53 -1

15 18 0 |=[ 3 30 03 1

-5 0 11 -113 00 3
A [ L
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Jacobiho metdda - itera¢nd (nepriama) metdda

Princip Jacobiho metédy si ukaZeme na systéme 3 X 3, t.j. sistave troch rovnic

o troch nezndmych

a1,1X1 + a12x2 + 31,3x3
a2,1X1 + az22x2 + a23x3

a3,1X1 + a3 2X2 + a3 3x3

ak si vyjadrime jednotlivé premenné postupne z kazdej
postupnost pre hladany vektor nezndmych

X§k+1) = (bl—al,zxék)
A = (b g
D = (b= ag
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jacob_Jacobi

Jacobiho metdda - itera¢nd (nepriama) metdda

Definicia (Diagondlna dominancia matice)

Matica a sa nazyva riadkovo [resp. stlbcovo] diagondlne dominantna prave vtedy, ak

plati
n
|aii| > Z ENE i=1,2,...,n,
=
n
resp. |aj| > Z laijl Jj=12,...,n
i=1,i#j

Veta (Postalujica podmienka konvergencie Jacobiho iteratnej metédy)

Ak je matica diagonalne dominantna potom Jacobiho metdda konverguje pre
lubovolnii po&iato&ni aproximaciu Xq.

Iterdciu ukon&ime, ak max |x(k+1) — x(k)’ < ¢, kde ¢ je poZadovand presnost.
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Jacobiho metdda - itera¢nd (nepriama) metdda

Priklad (3a)

Jacobiho metdédou rieste siistavu s presnostou € = 0.01

4X1 — X0 — X3 = 3,
—2x1 +6x0 +x3 = 9,
—x1+x0+7x3 = —06.

Overime, & je matica sdstavy diagondlne dominantna

4 > [-1[+]|-1] =2,
6] > [-2[+[1] =3,
7 > -1+ 1 =2
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Jacobiho metdda - itera¢nd (nepriama) metdda

Priklad (3b)

Matica stistavy je teda diagondlne dominantnd a iteracny vztah ma tvar

x(k+1) = <3+X§ —|-X3 > /4,
xékﬂ) = (9 + 2x( ) _ X3k)) /6,
x§k+1) = ( 6—{—x(k —XQ(k)> /7.
0.00
Ten bude konvergovat pre [ubovolnii po&iato&ni aproximdciu i pre xo = | 0.00
0.00
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Jacobiho metdda - itera¢nd (nepriama) metdda

Priklad (3c)

[ 6" [” | 5"

k

0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1]/ 0.7500 | 1.5000 | —0.8571
2 || 0.9107 | 1.8929 | —0.9643
3
4

0.9821 | 1.9643 | —0.9974
0.9917 | 1.9936 | —0.9974
51/ 0.9990 | 1.9968 | —1.0003

0.9990 — 0.9917 1.00
Plati max | 1.9968 — 1.9936 | < 0.01 a rieSenie jex®® = [ 2.00 | +0.01.
—1.0003 + 0.9974 —1.00

26 Numerické riesenie ststav linedrnych rovnic 15. novembra 2023 Pavol ORSANSKY



Gaussova-Seidelova metéda - iteraénad (nepriama) metéda

Vyjadrenie iteraéného vztahu Jacobiho metédy

Xl(k+1) _ (bl _ 31,2X§k) - 3173x§k)> /a1,
X2(k+1) = (b2 - 32,1X§k) - 32,3X§k)) /@22,
x§k+1) _ (bz _ 3371X§k) — a3,2x§k)> /a33.
si upravime, a to takym spdsobom, e v druhom riadku, kde prvy koeficient x\*
nahradime uZ vypo&itanym koeficientom kaﬂ)v etc. aZ si vyjadrime iteragné vztahy za
pouZitia uz vypocitanych presnejSich hodnét tzv. Gaussova-Seidelova metéda
et (bl —arad 3173X3(‘k)) /ai1,
X2(k+1) — (bz — az,lekﬂ) - 82,3X3(,k)> /2,2,
X§k+1) _ (bz — ag kD) 33,2X2(k+1)> /az3.

27  Numerické riesenie ststav linedrnych rovnic 15. novembra 2023 Pavol ORSANSKY


https://sk.wikipedia.org/wiki/Philipp_Ludwig_von_Seidel

Gaussova-Seidelova metéda - iteraénad (nepriama) metéda

Priklad (4a)
Gaussova-Seidelovou metddou rieste siistavu s presnostou e = 0.01:

4X1 — X0 — X3 = 3,
—2x1 +6x0 +x3 = 9,
—x1+x0+7x3 = —06.

Matica sistavy je zrejme diagondlne dominantnd, a preto vyjadrime iteratny vztah

v tvare
x{kﬂ) = (3 + Xék) + X3(k)> /4,
x2(k+1) = (9 + 2x{k+1) - Xék)> /6,
X§k+1) _ (—6 + xka) _ X2(k+1)) /7.
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Gaussova-Seidelova metéda - iteraénad (nepriama) metéda

Priklad (4b)
Podobne ako v predchddzajicom priklade pre xo = (0.00, 0.00, O.OO)T dostavame
k k k
[ 99 [ [

k

0 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1 || 0.7500 | 1.7500 | —1.0000
2 | 0.9375 | 1.9792 | —1.0060
3
4

0.9933 | 1.9988 | —1.0008
0.9995 | 2.0000 | —1.0001

0.9995 — 0.9933 1.00
Zrejme je max| 2.0000 — 1.9988 | < 0.01, a riesenim jex*) = [ 2.00 | +0.01.
—1.0001 + 1.0008 —1.00
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Zhrnutie - LU rozklad

LU rozklad matice A je algoritmus hladania koeficientov matice L a U je zaloZeny na
dprave matice sdstavy na horny trojuholnikovy tvar (matica U, ,upper triangular
matrix ") a sti¢asnd Uprava jednotkovej matice / na dolny trojuholnikovy tvar (matica
L, ,lower triangular matrix"), pre ktore plati

A=L-U.

Vo v8eobecnosti je definovany nasledujiicim spésobom

i—1
u,',_,' = a,-yj—Zuk.J--/,-’k, prei:j—|—17j+2,...,n7
k=1
1 T
/,',J' = T a;J—ZukJ-/,-7k , pre j=i+1,i4+2,...,n.
1,1 k:].
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Zhrnutie - Choleskyho rozklad

Pre symetricku, pozitivne definitni maticu A existuje dolna trojuholnikova matica L
s kladnymi diagondlnymi prvkami taka, Ze plati

A=1L-LT

tento rozklad sa nazyva Choleskyho rozklad a plati

li j

i pre i =j +1,j+2,...,n.
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Zhrnutie - Jacobiho itera¢na metdda

Sistava linedrnych rovnic dand maticovou rovnicou
Ax=Db

m4d pre diagondlne riadkovo dominantl maticu slstavy A konvergentnd iteraénd
postupnost konvergujiicu k presnému rieSeniu pre lubovolni po&iatogni aproximaciu
x(® definovanti iteraénym vztahom

= b= ai x| fais, prei=1.2,..n,
i=1
i#

maticovo
x(k+1) — (b— (L+U)- x(k+1)> -D7L.
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Zhrnutie - Gaussova-Seidelova itera¢na metéda

Sistava linedrnych rovnic dand maticovou rovnicou
Ax=Db

m3a pre diagonalne riadkovo dominantd maticu sdstavy A konvergentni iteralnd
postupnost konvergujiicu k presnému rieSeniu pre lubovolni poéiatogni aproximaciu
x(© definovant iteraénym vztahom

k+1 k+1 k .
XI.(+): b;—Za;J-xj('F)—Za,-J-xj() /a,-,,-, pre/:1,2,...n,
i>j i<j

maticovo
x(k+1) — (b_ L.xk+D) _ . x(k)) .D 1.
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