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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic

Sistavu nelinedrnych rovnic

f].(X17X27"‘7XI1) = 07
f-2(X17X27"‘7XI7) - O)
fo(x1,x2,...,xn) = 0
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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic

Sistavu nelinedrnych rovnic

f].(X17X27"‘7XI1) = 0’
f-2(X17X27"‘7XI7) - O)
fo(x1,x2,...,xn) = 0

moZeme vo vektorovom zapise zapisat v tvare

fi (x)
f (x)
f(x)=0, resp. f(x1,x2,. ., Xp) = _ -0,
fn (x)
kde x = (x1, x2, . . . ,X,,)T je hladané riegenie vyhovujice sistave f (x) = 0.
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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic
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UvaZujme Taylorov rozvoj i-tej zlozky funkcie f (x), pre ktort akiste plati

fi(x + %) = £ ( x)—i—za (X Z aXJan )2+ ...

ozn. ©(0x2,6x3,...)

Ak zanedbdme s&itance druhych a vy$8ych derivacii, t. j.
© (5x2,5x3, . ) =0,
dostdvame odhad pre i-ti zlozku vektorovej funkcie f (x) v tvare

- ~ Of; (x)
f,'(er(Sx)Nf,-(x)Jrj:Z1 o 5xj.
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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic
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Rozpisanim po zloZkdch mdZ%eme tento odhad v maticovom tvare zapisat ako

ofi(x
fi (x) oy
2 () -
f(x+dx) ~ . + _
f (%) agilx)

ktory pri ozna&eni Jacobiho matice Js (x) =

ofi(x
le
oh(x
oOx1

N

N

Bfn.(x)

Ox1

Ofi(x)
Oxp
06 (x)
Oxn

Ofn(x)
OXn

f(x + 0x) = f(x) + J (x) - Ox.
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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic
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Na dany odhad aplikujeme rovnost f(x) = 0, a preto
f(x+0x) =f(x)+ J(x) - Ix=0, /—f(x)
a nasledne rovnost upravime na pozadovany tvar

J(x)-ox = —f(x), [-Jit (x) (ndsobenie zlava)
ox = —J{l (x) - f(x), /+x
x+0x = x—Jf_l(x)-f(x),

odkial pri oznageni, xx41 = x + 6x, dostdvame hladand itera&nii postupnost v tvare

x(k D) = (k) _ 1 (X(k)> f (xm)’

alebo
x(kH1) = x (k) 4 5x (k) kde sx(k) — Jf_1 (x(k)> -f (x(k)) .
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Numerické rieSenie systémov nelinedrnych rovnic

Poznamka
Predosld metodika riesenia stistav nelinedrnych rovnic, uréend itera&nou postupnostou

x(k1) = (k) — j=2 (x(k)> f (x(k)) ,

sa nazyva aj Newtonova-Raphsonova metdda.

Pozndamka
V pripade rézneho poctu nezndmych a rovnic siistavy je vhodnejsie pouZit namiesto
inverznej matice J~! tzv. pseudoinverznii maticu definovani ako

-1
J = (JT-J) T
ktora je Stvorcovou matica.
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1a)
Pomocou Newtonovej-Raphsonovej metédy ndjdime priblizné rieSenie nelinedrnej
sustavy rovnic

f1 (X1,X2) = X12 + x1x0 — 10 =0,
h(x,x) = x+ 3X1X22 —57=0,

s presnostou € = 0.01.
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1b)

Iteragny vztah Newtonovej-Raphsonovej metddy je
x(kHD) = (k) _ 1 (x(k)> f (Xm) ,

kde vektorovd funkcia ststavy md tvar

f(xk) = f (x1, %) = ( fi (x1,x2) > _ ( x¢ + x1xz — 10 )

fa (x1,x2) X2 + 3X1X22 — 57

a Jacobiho matica sistavy ma tvar
Koo [ 7 @ _<2X1+XQ x >
=1 2 d = 2 :
8_X21 a—X22 3x5 14 6x1x0
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1c)
Zvolime si po&iato&nui aproximdciu (tak, aby inverzng matica J;* (x(0)) existovala, t. j.
det J¢ ! (x(o)) # 0) a vypocitame hodnotu v nasledujicom ¢&lene

(0)
@ _ (x2\ _( 0.0000 ©) _ ( —10.0000
X <X2(0>) (0.6000 = (<) = 554000 )
©) _ ( 06000 0.0000 () _ [ 16667 0.0000
* (x ) <1.0800 1.0000 = (X ) ~1.8000 1.0000 )
1) _ (00000 ( 16667 0.0000 ) ( —10.0000 \ _ ( 16.6667
~ \ 0.6000 ~1.8000 1.0000 ~56.4000 ) ~ \ 39.0000 /-
R 5 (<) F(x©)
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1d)
Pre vektor x() dostdvame

1 _ 16.6667 @) _ 917.7778

X (39.0000 ~ f(x ) 76032.0000 )’

W) _ [ 723333  16.6667 1 () _ ( 00189 —0.0001
* (x ) (4563.0000 3001.0000 ) = % (x > ~0.0221 0.0004 )°
preto plati

<2 16.6667 \ 0.0189 —0.0001 917.7778 [ 5.4449
~\ 39.0000 —0.0221  0.0004 76032.0000 /  \ 32.6357 )°

A

-~

<0 S () f(x0)
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (le)
A opit

o) _ [ 54449 o)) _ (1973461

X (32.6357 = () =( 173756120 )

()) _ [ 435255 54449 1 (@) _ ( 00367 —0.0002
K (x2) (3195.2633 167103 ) = 4 (%) = o100 00015
odkial

3 _ ( 54449 \ _( 00367 —0.0002 197.3461 \ _ [ 1.4518
~ \ 32,6357 ~0.1100 0.0015 )\ 17373.6119 ) ~ \ 28.3116 )

A

-~ -~

<0 S () f(x0)
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1f)
A tak dalej

@ _ [ 14518 @) _ [ 332112

7= (28.3116 = () = 34604306 )

@) _ [ 3122153 14518 (@) _ ( 0.0584 —0.0003
* (X ) (2404.6471 247.6207 ) = (X ) —0.5673  0.0074

z &oho dostavame

(4 _ ( 14518 \ ( 00584 —0.0003 332112\ _ ( 0.6975
~ \ 283116 ~05673 0.0074 )\ 34624306 ) ~ \ 21.6537 )

A /

-~ -~

" (<) f(x)
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1g)
Pokracujeme

@ _ [ 06975 (@) _ ( 55909

X <21.6537 = () = gyp a8 )

@) _ ( 23.0487 0.6975 1 () _ ( 00810 —0.0006
K (x) (1406.6420 orsoor ) 7 () = ( oaar 00208
odkial

< (5) _ 0.6975 \ 0.0810 —0.0006 5.5909 ~( 0.8280
-~ \ 21.6537 —1.2441 0.0204 045.8468 )  \ 9.3281 )

A
-~ -~

x(4) JFI (x(4)) f(x(4))
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1h)
Nakolko plati

) _ (08280 )y _ ( —15908
X (9.3281 = () = 1ega670 )
() _ [ 109841 0.8280 1 () _ ( 0.1558 —0.0027
(<) (261.0411 aams )= ()= Zogsor 00361
bude
(6 _ (08280 _( 01558 —00027 \( —15908 ) _ ( 15349
~\ 9.3281 —0.8501 0.0361 /\ 168.4679 ) ~ \ 18717 )

< (<) (=)
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1ch)

Pre dalsi &len mame
1.5349 —4.7712
(6) _— 6)\ _
7= ( 1.8717 ) = 1) = ( —38.9968 )

©) _ [ 49415 1.5349 1 (e _ [ 02465 —0.0207
* (X ) (10.5098 18.2372 = & (x ) ~0.1420  0.0668

z oho
<) 1.5349 _ 0.2465 —0.0207 —4.7712 ~( 1.9020
T\ 1.8717 —0.1420 0.0668 —38.9968 /  \ 3.7985 /-

~~

x(6) Jf_l(x(ﬁ)) f(x(ﬁ))
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1i)
Z hodnét

1.9020 0.8420
M _ ™M) =
X ( 3.7985 ) = (0 ( 29.1255 > ’

M\ _ [ 7.6024 1.9020 1 () _ [ 01740 —0.0075
* (x > (43.2855 44.3473 ) 7 (X ) ~0.1699  0.0298

mdme

«(8) _ 1.9020 \ 0.1740 —0.0075 0.8420 \ [ 1.9728
~\ 3.7985 —0.1699 0.0298 29.1255 )\ 3.0726 /'

/ N /

~~

x(7) Jf_l(x(7)) f(x(7))
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1j)

Funké&né hodnoty a Jacobiho matica st
1.9728 —0.0464
(8 — ®)) _
7= (3.0726) = f(x >_( 1.9465 )

®) _ ( 70182 1.9728 1 (e _ ( 01811 —0.0096
* (x > (28.3220 37.3606 ) = (x ) ~0.1372  0.0340

preto zrejme

(o) _ ((1.9728'\ _ (01811 —0.0096 ( —0.0464 \ _ ( 1.9998
~\ 30726 ~0.1372  0.0340 1.9465 ) — \ 3.0000 /-

O (<o) (=)

17 Numerické rie¥enie nelinedrnych systémov - Newtonova-Raphsonova metéda 3. novembra 2023 Pavol ORSANSKY



Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1k)

Nakolko pre ostatii hodnotu &lena iterdcie plati
0 _ 1.9998 ©) _ —0.0012
X < 3.0000 = 1) =( oo )

@) _ ( 69997 1.9998 1 (.9 _ ( 01805 —0.0098
* (X > (27.0001 36.9960 ) = 7 (x ) —0.1317  0.0341

bude priblizné riesenie

(10) _ 1.9998 \ 0.1805 —0.0098 —0.0012 \ [/ 2.0000
~ '\ 3.0000 —0.1317 0.0341 —0.0045 )/ \ 3.0000 /°

AN J/

x©) 5 (x) F(x)

18 Numerické rie¥enie nelinedrnych systémov - Newtonova-Raphsonova metéda 3. novembra 2023 Pavol ORSANSKY



Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (11)
Nakolko plati

max ‘x(lo) — x(g)‘ = max

2.0000 \ [/ 1.9998 — max 0.0002 <00l=c
3.0000 3.0000 /| 0.0000 R

(o) - 2.00 0.01
X (3.00)*(0.01 ‘

priblizné riesenie je
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Numerické rieSenie nelinedarnych systémov - PRIKLAD

Priklad (1m)

Priebezné vysledky v tabulke este raz
kA9 |49
0 0.0000 | 0.6000
1 16.6667 | 39.0000
2 5.4449 | 32.6357
3 1.4518 | 28.3116
4 0.6975 | 21.6537
5 0.8280 | 9.3281
6 1.5349 | 1.8717
7 1.9020 | 3.7985
8 1.9728 | 3.0726
9 1.9998 | 3.0000
10 Il 2.0000 | 3.0000
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Itera&ni postupnost Newtonovej-Raphsonovej metédy ma tvar

x(k D) = (k) 1 (x(k)) f (X(k)>7

alebo
x(k+1) — x(k) _|_ 6x(k)’
kde
ox(kK)= —Jf_1 (x(k)> -f (X(k)) )
Ofi(x) Ofi(x)
Ox1 T 2%
ohkx)  9hK
pricom J (x) = P P je Jacobiho matica sistavy.
af,,-(x) . 8f,,.(x)
Ox1 e OXn
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