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Numerické rieSenie nelinedrnej rovnice

V praxi sa ¢asto stretdvame s problematikou riedenia nelinedrnych! rovnic

1Rje¥enie linedrnych rovnic spada do oblasti linedrnej algebry, kde sa riekenia hladaji analytickymi
metédami.
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Numerické rieSenie nelinedrnej rovnice

V praxi sa ¢asto stretdvame s problematikou riedenia nelinedrnych! rovnic

Popiseme jednotlivé numerické metddy rieSenia nelinedrnych rovnic, ich konvergenciu
a podmienkami za akych konverguju, ako aj samotnou rychlostou konvergencie tychto
jednotlivych metdd.

1Rje¥enie linedrnych rovnic spada do oblasti linedrnej algebry, kde sa rieéenia hladaji analytickymi
metédami.
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Numerické rieSenie nelinedrnej rovnice

2

V praxi sa ¢asto stretdvame s problematikou riedenia nelinedrnych! rovnic
f(x)=0.

Popiseme jednotlivé numerické metddy rieSenia nelinedrnych rovnic, ich konvergenciu
a podmienkami za akych konverguju, ako aj samotnou rychlostou konvergencie tychto
jednotlivych metdd.

Numerickym rie$enim nelinedrnej rovnice budeme mat na mysli hladanie korefia rovnice

na intervale [a, b] (t. j. ndjst £ € [a, b], vyhovujidce predpisu rovnice (&) = 0).

1Rie¥enie linedrnych rovnic spada do oblasti linedrnej algebry, kde sa riekenia hladaji analytickymi
metédami.
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Numerické rieSenie nelinedrnej rovnice

Predpokladajme spojitost funkcie na intervale [a, b] a existenciu jediného korefia na

tomto intervale.

Ak tomu tak nie je, treba najst podintervaly, na ktorych tomu tak je. To znamen3
najst body nespojitosti a rozdelit nimi vy¥etrovany interval, resp. separovat?
jednotlivé korene na intervale [a, b].

V daldom, preto predpokladdme spojitost funkcie f(x) na intervale [a, b] a existenciu

jediného korena.

2Proces separacie korefiov je vo veobecnosti dost naro¢na tloha. Samotnd myslienka lokalizacie
korefa je v podstate predmetom tejto kapitoly, a preto sa budeme zaoberat pripadmi, kedy na danom
intervale sa bude nachadzat iba jeden korefi.
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Metdda polenia intervalu (bisekcie)

Veta (Bolzanova veta)

Nech je funkcia f(x) na intervale [a, b] spojitd a nech plati
f(a)-f(b) <O.

Potom na intervale [a, b] existuje aspori jeden koreii & rovnice f(x) = 0.
y=fx)
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Metdda polenia intervalu (bisekcie)

Potiato¢na iteracia
at+b
Xg = .

2

Ak
f(a)-f(x) <0 = b — xo,
inak (t. j.: f(a) - f(x0) > 0, resp. f(xo) - f(b) < 0)
a— xo.
Dostdvame novy interval [a1, bi] a pokralujeme analogicky, teda

air+ b

T’ e

Takto vytvireme iteratni postupnost {x.},- . pre ktord plati klim xi = &.
—00

X1 =

Pri predom zvolenej presnosti ¢ prave popisany iterany proces ukonéime, ak je
presnost postalujica, t. j.:
|Xk_|_1 — Xk‘ <E.
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Metdda polenia intervalu (bisekcie)

y=fx)

Obr.: Metéda polenia intervalu - Bisekcie
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Metdda polenia intervalu (bisekcie) - PRIKLAD

Priklad (1.a)

Ndjdime na intervale [0,1] koreri rovnice s presnostou e = 0.01

e+ x2—-3=0.

k| ax | X by | f(a) | F(x) | F(by)
0 || 0.0000 | 0.5000 | 1.0000 | — - +

1

2

3

4

5

6
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Metdda polenia intervalu (bisekcie) - PRIKLAD

Priklad (1.a)

Ndjdime na intervale [0,1] koreri rovnice s presnostou e = 0.01

e+ x2—-3=0.

k| ax | X by | f(a) | F(x) | F(by)
0 || 0.0000 | 0.5000 | 1.0000 | — - +

1 || 0.5000 | 0.7500 | 1.0000 | — - +

2

3

4

5

6
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Metdda polenia intervalu (bisekcie) - PRIKLAD

Priklad (1.a)

Ndjdime na intervale [0,1] koreri rovnice s presnostou e = 0.01

e+ x2—-3=0.

k| ax | X by | f(a) | F(x) | F(by)
0 || 0.0000 | 0.5000 | 1.0000 | — - +

1 | 0.5000 | 0.7500 | 1.0000 | — - +

2 || 0.7500 | 0.8750 | 1.0000 | — + +
3

4

5

6
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Metdda polenia intervalu (bisekcie) - PRIKLAD

Priklad (1.a)

Ndjdime na intervale [0,1] koreri rovnice s presnostou e = 0.01

e+ x2—-3=0.

k| ax | X by | f(a) | F(x) | F(by)
0 || 0.0000 | 0.5000 | 1.0000 | — - +

1 || 0.5000 | 0.7500 | 1.0000 | — - +

2 || 0.7500 | 0.8750 | 1.0000 | — + +

3 || 0.7500 | 0.8125 | 0.8750 | — - +

4

5

6
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Metdda polenia intervalu (bisekcie) - PRIKLAD

Priklad (1.b)

Podobne by sme pokracovali dalej ...

k| ax Xk by | f(a) | F(xi) | F(by)
0 || 0.0000 | 0.5000 | 1.0000 | — —
1 || 0.5000 | 0.7500 | 1.0000 | — —
2 || 0.7500 | 0.8750 | 1.0000 | — +
3 || 0.7500 | 0.8125 | 0.8750 | — —
4
5
6

0.8125 | 0.8438 | 0.8750 | — +
0.8125 | 0.8282 | 0.8438 | — —
0.8282 | 0.8359 | 0.8438

||+

V tomto kroku méZeme algoritmus ukoncit, kedZe plati
|x6 — x5| = 10.8359 — 0.8281| = 0.0078 < 0.01 =«¢.
Priblizné riesenie s presnostou € = 0.01 je xg = 0.84.
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Metdda regula falsi

Princip metddy je podobny algoritmu polenia intervalu, avSak budeme sa k presnému

rieeniu bliZit iteratnou postupnostou tvorenou priese¢nikmi funkénych hodnét

krajnych bodov intervalu (ax, f (ax)) a (b, f (b)) a osou x-ovou. Teda bude platit

bk — ax

————— - (by).

Flb) (a2

Z intervalov [ak, xk] a [xk, bk| vyberieme ten, ktory obsahuje korefi &.
y=f(x)

Xk = by —
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Metdda regula falsi

Ak plati

flac)  f() <0, = a1 =ak,  brp1=xk,
ak naopak plati

fla) - f(x) >0), = Ak+1 = Xk, bit1 = b,
ak by f(xx) = 0, proces ukon&ime, nasli sme koreii rovnice.
Iterani postupnost {x.};- , met6dy reguli falsa, definovani vztahom

Xje — Xk—1
f(xk)— f(xxk-1)

ukon&ime opit, ak pre vopred stanovent presnost ¢, bude platit3

Xk+1 = Xk — - f (Xk)-

|xkr1 — xk| < e.

3Samozrejme, ¥e platnost podmienky predpokladdme po vykonani istého mno¥stva
,,§tartovacich” krokov.
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Metéda regula falsi - PRIKLAD

Priklad (2.)

S presnostou &€ = 0.01 ndjdime na intervale [0, 1] korefi rovnice

e+ x2—-3=0.

k|| ax | | bx | fla) | Fx) | F(be)
0 || 0.0000 | 0.7358 | 1.0000 | —2.0000 | —0.3716 | 0.7183
1 | 0.7358 | 0.8259 | 1.0000 | —0.3716 | —0.0341 | 0.7183
2 || 0.8259 | 0.8338 | 1.0000 | —0.0341 | —0.0029 | 0.7183

Itera&ny proces ukon&ime, nakolko plati
|x2 — x1| = ]0.8338 — 0.8259| = 0.0079 < 0.01 = ¢,

a teda za priblizné riesenie povaZujeme hodnotu x, = 0.83.
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Metdda prostej iteracie

Definicia (Pevny bod zobrazenia)

Nech f : X — X je zobrazenie.
Bod £ nazveme pevnym bodom zobrazenia f, ak plati

fF(§) =¢

Pevny bod funkcie je taky bod (&islo), ktoré sa v zobrazeni danom funkciou f (x),
zobrazi sdm na seba. Graficky ide o priese€niky grafu funkcie f (x) s osou y = x.
Typickym prikladom pevného bodu pre funkciu f (x) = x3 sd body (&isla) & = —1,
E=0a&=1:

f(&) = (-1 =-1=¢,
f(&) = 0°=0=¢,
f(&) = P=1=¢.
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Metdda prostej iteracie

Definicia (Kontraktivne zobrazenie)

Nech (X, d) je metricky priestora, a nech je dané zobrazenie f : A — A, A C X.
Toto zobrazenie sa nazyva kontraktivne zobrazenie, ak existuje redlna konstanta
0 < qg<1takd, ZeVx1,xo € A plati

d(f(x1),f(x)) <qg-d(x,x).

Poznamka (Kontraktivna funkcia)
Funkcia je kontraktivna vtedy a len vtedy, ked sp/,ﬁa Lipschitzovu podmienku pre

0<g<l
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Metdda prostej iteracie

Veta (Banachova veta o pevnom bode)
Nech (X, d) je dplny metricky priestor.
Nech f : X — X je kontraktivne zobrazenie.

Potom pre toto zobrazenie existuje iba jeden pevny bod & = f (£).
A tieZ pre kaZdé x € X plati

fk(x)—>§, k — oo,

kde symbol f¥ predstavuje k-t iterdciu zobrazenia f, pricom pre rychlost konvergencie
tejto iterdcie plati

d (& F400) < ¢~ d (€.

17 Numerické rie¥enie nelinedrnej rovnice 24. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



Metdda prostej iteracie

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze si tlohu najdenia korefia £ rovnice

transformujeme na tvar

a budeme hladat pevny bod ¢ funkcie ¢ (x).
Ak je funkcia na hladanom intervale kontraktivna, existuje na Hom jediny jej pevny
bod, do ktorého naviac konverguje postupnost tvorena prave tymto zobrazenim, pri

[ubovolnej volbe potiatoénej aproximacii z tohto intervalu.

Tdto podmienku zaistime nasledujlicou vetou.
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Metdda prostej iteracie

Veta

Nech funkcia ¢ (x) zobrazuje [a, b] do seba a ma na [a, b] derivaciu.
Potom, ak existuje &islo g € (0,1) také, Ze plati

¥’ (x)| <q  Vxela b
existuje na [a, b] jediny pevny bod ¢ funkcie ¢ (x) a iteratna postupnost
Xk+1 = ¢ (Xk)

konverguje pre lubovolni po&iato&ni aproximdciu xo € [a, b] a pre odhad chyby plati

Ixke1 — &l < 4 |Xk+1 — X!,
gkl
l1-gqg

IN

XK1 — & X1 — xol -
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Metdda prostej iterdcie - Kontraktivna a nekontraktivna funkcia

g(x,)
y=x
y=g)
y=x
8(x) YO ey
8 g(x,)
X, X, X, 7 xXx x, X,
Obr.: Metéda konverguje Obr.: Metéda diverguje
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Metdda prostej iteracie - PRIKLAD

Priklad (3.2)

Metddou prostej iterdcie ndjdime na intervale [—2, —1] koreri rovnice
€ +x*=3=0

s presnostou € = 0.01.
Zadanti rovnicu si upravime na vhody tvar

f(x)=e*+x*-3 = 0,
x? = 3—-¢,

x = +V3-—-ex
Zrejme budeme hladat pevny bod funkcie, nakolko hladdme zdporny korefi na [—2, —1]

o(x)= —V/3 —¢x.
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Metdda prostej iteracie - PRIKLAD

Priklad (3.b)

Overime podmienku pre konvergenciu iteratnej postupnosti xx+1 = ¢ (xx). Zrejme

eX

/
X)= ———.
S
Ndjdeme maximum |’ (x)| na intervale [—2, —1]. Na tomto intervale plati

" (x :ex(6_ex) 0
> AGoe)t

&iZze derivdcia ' (x) je na [—2,—1] rastica a maximum md v bode —1, t. j.

-1
)= —2°  <012=gqg<1.
P = === q
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Metdda prostej iteracie - PRIKLAD

Priklad (3.c)

Overime este, & sa funkcia zobrazuje na intervale [—2, —1] do seba.

KedZe je na tomto intervale monotdnna, stali overit, & sa zobrazia krajné body
intervalu do intervalu [-2, —1],

p(-2) = —V3—-e2=-169¢€[-2,-1],
p(-1) = —V3—-el=-162€[-2,-1].
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Metdda prostej iteracie - PRIKLAD

Priklad (3.d)

KedZe je konvergencia zaru&end pre lubovolné xqg € [—2, —1], zvolime si napriklad
xg = —2 a podla iteratného vztahu dostdvame iteraéni postupnost

P (ki) = —V3 =%

k \

0 = —2.0000

1 = —y/3—e0 = —/3 — 20000 = 16925

2 =3 -t =—-3-e 10695 = 16781

3| x3=—V3—ee=—3—e 16781 = _16773
Proces ukon&ime, nakolko plati |x3 — xo| = |-1.6773 + 1.6781| = 0.0008 < 0.01 = ¢
pribliznym rieSenim je x3 = —1.68.
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oda secnic

Ozname krajné body intervalu xg = a a x3 = b.
Bodmi [xo, f (x0)] @ [x1, f (x1)] vedieme senicu s osou x-ovou, priese¢nik ozna&ime xo.

Vedieme dal%iu se¢nicu bodmi [x1, f (x1)] a [x2, f (x2)] a jej priesenik s osou x-ovou
oznadime x3, atd.
Cely algoritmus metédy se¢nic mdZeme zhrnit do iteraéného dvojkrokového vztahu

o Xk — Xk—1

F(x), k=0,1,2...,

kde xo = aa x; = b.
Iteragny proces ukon&ime opit, ak
|xkr1 — x| < e.
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Metdda seénic

y=f(x)

Obr.: Metéda konverguje Obr.: Metéda diverguje
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Metéda seénic - PRIKLAD

Priklad (4.a)

Metddou se&nic riesme s presnostou € = 0.01 na intervale [—2, —1] rovnicu
X 2 o
e +x“—-3=0.
Za prvotné aproximdcie si zvolime krajné body intervalu, t. j.

X0 — —2,
X1 = —1.
Dalsie &leny iteraénej postupnosti vypo&itame podla iteraéného vztahu

X — e — Xk — Xk—1 )

f(x), k=0,1,2...
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Metéda seénic - PRIKLAD

Priklad (4.b)
A teda plati

—1.0000 — (—2.0000)

— _1.0000 — - £ (—1.0000) = —1.5898
2 F(=1.0000) — 7 (—2.0000) ' ) ’
—1.5898 — (—1.0000)
_ 15898 — - f(—1.5898) = —1.7060
% F(=1.5898) — 7 (—1.0000) ' ) ’
~1.7060 — (—1.5898)
— 17060 — - f (—1.7060) = —1.6763
x F(-1.7060) — 7 (—1.5898) ' ) ’
~1.6763 — (—1.
x5 = —1.6763— 6763 = (~1.7060) ¢4 6763) = —1.6772.

f(—1.6763) — f (—1.7060)

|xs — x4| = |—1.6772 — (—1.6763)| = 0.0009 < ¢,

z vysSie uvedeného plati pre priblizné riesSenie rovnice je x5 = —1.68.
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Newtonova metdda dotycnic

Pdvodny tvar nelinedrnej rovnice
f(x)=0 /-g (x) + x

upravime na tvar, kde g(x) je ur¢itd (nateraz nezndma) funkcia, a cely rovnost
prepi$eme ako itera¢ny vztah

x = x+gx)f(x),
p(x) = x+g(x) f(x)

kde si funkciu g (x) volime tak, aby metdda o najrychlejsie konvergovala k presnému

riedeniu, t. j. aby ¢’ (x) bolo v okoli korefia ¢ blizke nule?, &ize

¢ (x)=1+g"(x) - f(x)+g(x) f'(x)=0,
kedZe rieS§ime rovnicu f (x) = 0, druhy s&itanec je nulovy dostdvame

1+g(x)-f'(x)=0.

*podmienka konvergencie iteragnej funkcie je |¢’ (x)| < g, kde g € [0,1)
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Newtonova metdda dotycnic - Fourierova podmienka

Odkial )
g(x) =4 )
Iteragna funkcia ma teda tvar
f(x)

@(X)Zx—m-

Iteraény vztah Newtonovej metédy dotyénic m3 tvar

f(x
xk+1:xk—f,((xkk)), k=0,1,2...
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Newtonova metdda dotycnic - Fourierova podmienka

Veta (Fourierova podmienka)

Nech v intervale [a, b] leZi jediny korefi rovnice f (x) = 0.

Nech f' (x) a " (x) su spojité a nemenia znamienko na intervale [a, b].
Ak zvolime pociatoénd aproximdciu xo € [a, b] a plati

f (x0) - " (x0) > 0,

potom pre tito aproximaciu Newtonova metdda konverguje.

Pozndmka
Fourierova podmienka zarucuje konvergenciu aj pre metodu secnic.
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Newtonova metdda dotycnic

y=fx)

// X, /x1 X,

Obr.: Metéda konverguje
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y=fx)

Obr.: Metéda diverguje

24. oktébra 2023 Pavol ORSANSKY



Newtonova metdda doty¢nic - PRIKLAD

Priklad (5.a)

Riesme s presnostou € = 0.01 na intervale [—2, —1] rovnicu
e 4+ x> —3=0.
Zrejme na [—2,—1] f'(x) a " (x) nemenia znamienko, t. j.
f'(x) =e* +2x <0, f"(x)=e+2>0.

KedZe f(—2) =e 24 (—2)2—3>0af(—1)=e 1+ (—2)' =3 <0, volime za
pociatocnu aproximaciu xg = —2.
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Newtonova metdda doty¢nic - PRIKLAD

Priklad (5.b)

Pre dalsie &leny iteraénej postupnosti dostdvame

(XO) e~2:0000 4 (—2.0000)? -3
= = —2.0000 — = —1.7062
X1 Xo — ) 20000 1 3. (=2.0000) ’
x1) e 17062 1 (1.7062)% — 3
_ 17060 — = —1.6775
X0 1 G 002 = = 1708 1 5. (~1.7062) ’
x2) e 16775 4 (-1.6775)2 -3
_ 1677 = —1.6772.
X3 X2 — f’( 2) 6775 — e~ 16775 1 2. (—1.6775) 0
KedZe |x3 — xo| = |~1.6772 — (—1.6775)| = |0.0003| < & = pribliné rie3enie rovnice
je x3 = —1.68.
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Zhrnutie |. - metdda bisekcie (polenia intervalu)

1.) Potiatond aproximdciu je

. — a+b
0= "5
2) Ak
f(a) f(xo) <O = b — xo,
inak
f(a)-f(x) >0 = a— xp.
Dostdvame novy interval [a1, bi] a pokratujeme analogicky bodom 1.), teda
oot b
1= 5 yeus

Pre takto vytvorend iteratnu postupnost {x.}.-, plati
lim x, =&,
k—o0

teda konverguje k presnému rieeniu.
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Zhrnutie Il. - metdda regula falsi

Ak plati
f(ak) - f(x) <0, = bry1 = X,

ak naopak plati
f(ak) - f(xk) > 0), = k41 = Xk-
Pritom itera&na postupnost {x.};~, metody reguli falsa je definovans vztahom

Xpa1 = Xp — Xk — Xk—1 )
+ f(xk) — F (xk—1)

f(xk) -
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Zhrnutie Ill. - metéda prostej iteracie

Ulohu najdenia korena £ rovnice
transformujeme na tvar

a budeme hladat pevny bod ¢ funkcie ¢ (x).

Ak je funkcia na hladanom intervale kontraktivna, existuje na fiom jediny jej pevny
bod, do ktorého naviac konverguje postupnost tvorend prave tymto zobrazenim, pri
lubovolnej volbe potiatoénej aproximacii z tohto intervalu.

Pritom itera&na postupnost {x.};-, metody prostej iteracie je definovang
vztahom

Xk1 = ¢ (xk)
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Zhrnutie IV. - metdda seénic

Itera&na postupnost {x.};- , metédy seénic je definovans iteratnym dvojkrokovym
vztahom

Xk — Xk—1
= Xk — - f k=0,1,2...

kde xg = aa x; = b.
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Zhrnutie V. - metéda doty¢nic

Iteratna postupnost {x.};- , Newtonovej metédy doty&nic je definovang
iteraénym vztahom

f(x
xk+1=xk—f,((xkk)), k=0,1,2...
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