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Okrajové llohy

Pri okrajovych alohach je dand funk&na hodnota v oboch krajnych hodnotéach
intervalu, t. j. budeme hladat riedenie diferencalnej rovnice druhého radu na intervale
[a, b] s okrajovymi podmienkami (teda vyhoviice dvom podmienkam)

Y'=F(xy,y), y@=a  y(b)=5 (1)
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Okrajové llohy

Vi
"Science is a differential equation. Religion is a boundary condition.” Alan Turing
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

Najjednoduchsim spésobom odhadu derivacie v bode xg

Y (x0) = lim y (0 + hl)1 — v (%)

je, pre h ~ 0, pouZit jej prvii diferenciu, t. j.
_y(xo+h)—y(x)

Y (x0) ~ 5
Z Taylorovho rozvoja f-cie v bode dostdvame totozny vztah
h2
y(xo+h) = y(o)+|y (x) h +}/"(X0)'?+...,
/ " h2 1
y' (%) h| = Y(X0+h)—)/(xo)—y(Xo)'?—---, T
xo + h) — vy (x h h?
yI(XO) _ y(O 2] y(0)_E.y//(xo)_g'y///()(o)_.“

TV
chyba 1. rddu chyby vy&sieho radu
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

Iny spdsob hladania aproximicie derivécie funkcie je nahradenie funkcie Lagrangeovym
interpolaénym polynémom prislusného radu a jeho ndslednou derivaciou, t. j.

Yy R L) = YR (x),
kde

len XI = len *Yi-

Pre tento polyném zrejme pIatl

(x —x0) (X(;j-ql))‘!. (x = Xn)y(n+1) (),

chyba Lagrangeovho interpola&ného polynému

y(x) =Ly (x) + X € [x0, Xn] -

J/
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

Predogly vztah zderivujeme a dostdvame

V) = Lo+ (B ) e

(x — xo) (X(;—:ll))l (x = xn) ) (y(n+1) (£)>/ |

_l’_

ak dosadime za x = x; dostavame

V) = L)+ (B By e

(n+1)!
+(X,' — XO) (X,(n——:ll))l .. (X,' — Xn) . <y(n+1) (f)), s
=0
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

Odkial po tprave dostdvame tvar

/ / (n+1) 5
Vi) = L (x,>+H 5—) )
I#J
i nilpn ymh ()
= L' (x)+ (1)t hmit(n— 1)!m.

A teda plati
Y (%) = L, (%) + O (h"),

a vSeobecnejsie plati
(k) (X,-) = Lg,k) (X,') + Oy (hn+1_k) .
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

Pouzitim Lagrangeovho interpolaéného polynému druhého stupfia

(x — ;) (x — Xi31) (x = xi—1) (x — xi41)
L (x) = “Yi-1t Vi
2(x) (xi—1 — xi) (Xi—1 — Xj41) st (xi — xi—1) (xi — Xi41) I
(x — xi—1) (x — x7) i
(xi41 — Xi1) (i1 — xi) 7
o (x=x) (x = xiy1) (x =xi—1) (x = xiy1)
= h-2h Yi—1+ h-h Vi
(x — xi—1) (x — x;) .
+ h-h Yit+1,
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Okrajové llohy - numerické derivovanie

po zderivovani dostdvame pre derivaciu

(x = xi) — (x = Xi41)
Ly(x) = o2 $Yi-1
(x —xi—1) — (x — Xi41)
(x = xi—1) — (x — xi)
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Interval [a, b] rozdelime ekvidistan&ne na n rovnakych podintervalov Zirky
h = (b— a)/n a riedenia hladdme v tzv. uzlovych bodoch x; = a + ih, kde
i=0,1,2,...,n.

Predpokladdme platnost rovnice (1) vo vietkych vnitornych uzlovych bodoch, t. j.

y//(X,'):F(Xi,y(Xi),y/(Xi)), i:1727"‘7n_1‘
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Prislugné derivacie nahradime diferenciamil
V' () = Yit1 — 2h);, + Vi1
y (x) = Yi-1 2—hy,'+1
a dostavame
Yit1l — 2h);, Tyl _ g (Xi,yi, Yi-1 2—hy,'+1> C i=12..n-1,

¢o spolu s okrajovymi podmienkami ddva sistavu (vo vieobecnosti nelinedrnu!l!)
diskretizanych rovnic s nezndmymi yy, ... yn—1, ktord vyrieSime.

Yozn. yi =y (x;),i=0,1,2,...,n.
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Metodiku podrobnejSie popiseme na okrajovej tlohe
—y'+o(x)-y=£f(x), y(a=ay(b)=8 (2)

Veta
Ak si funkcie o (x), f (x) spojité na [a; b] a o (x) > 0 pre x € [a; b], potom okrajova
dloha (2) m4 riesenie pre akékolvek hodnoty o a 3.
Odvodime diskreditagné rovnice (ozn. f (x;) = f;, o (x;) = 0})
Yir1 = 2¥i T Yi-1
— o
_}/i+1+(2+h2(7i)}/i—)/i—1 = h2ff7 i:1727"'7n_17

toi-yi = fi i=12...,n-1,
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Ak dosadime z okrajovych podmienok yo = @ a y, = 8 dostaneme ststavu

(24 Ho1)y1—ye = hf+ao,
i+ 2+ ho)y—y — W25,
2+ (24 ho3)ys — ya = hf,
—Yn—2+ (2 + hzgn—l) Yn—-1 = hzfn—l + 8.

Matica je tridiagonalna, symetrickd a diagonalne dominantna.
D4 sa ukdzat, Ze je aj pozitivne definitna.
RieSenie mbZeme najst napr. Gaussovou elimina¢nou metédou.
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Priklad

Metédou konecnych diferenciri rieste okrajovd dlohu
_y/,+(1+X2)'y:X7 _)/(0):1, }/(1):2,

s krokom h = 0.25.

Riesenie: Riesenie hladdme v uzlovych bodoch x; = 0.25, xo = 0.50, x3 = 0.75, v
krajnych bodoch intervalu rieSenie pozndme z okrajovych dloh.
Vysledky pomocnych vypo&tov zaznamename do tabulky

,- Jojr [2 [3 |4
Xi 0[025 [050[075 |1.00
oi = (14 x?) 1.0625 | 1.25 | 1.5625

fi =X 0.25 | 050 | 0.75
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Okrajové tlohy - Metéda koneénych diferencii (metdda sieti)

Sustava diskredita¢nych rovnic ma tvar

2.0664 - y1 — y2 = 0.0156 + 1,
—y1 +2.0781 - y» — y3 = 0.0313,
—ys +2.0977 - y3 = 0.0469 + 2.

A jej rieSenim dostavame y; = 1.140, y» = 1.341, y3 = 1.615.

Pre porovnanie, presné hodnoty st y(x;) = 1.138, y(x2) = 1.337, y(x3) = 1.612.
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Okrajové dlohy - Metdda strelby

Z3kladnym principom metdédy strelby je prevedenie okrajovej tilohy
y”:F(Xayay/)a y(a):aay(b)zﬁa

na podiatoénu ulohu druhého radu, pri ktorej okrem pociato¢nej hodnoty v bode
a = xp musime poznat aj jej prvi derivéciu v tomto bode (smernicu doty&nice)

Y'=F(xy.y), vy@=aya=t

Ak by sme si tito hodnotu derivécie y’ (a) = t zvolili, mohli by sme niektorou z metéd
na riedenie potiatonej tlohy ndjst priblizné riesenie tejto diferencialnej rovnice
druhého radu, av8ak zrejme by sme , netrafili” poZadovani druhd okrajovi dlohu

y (b) = 3. Korekciou by sme mohli ndjst rieSenie, ktoré sa pévodnému pribliZi viac a
tak dalej, aZ kym by sme nedosiahli poZadovanti presnost.
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Okrajové dlohy - Metdda strelby

(b
y(b, 15

v(b,
y(b
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Okrajové dlohy - Metdda strelby

V podstate ide o rieSenie rovnice

y (b, t) = p, resp. y (b,t) — 5 =0,

Zo je nelinedrna rovnica nezndmeho parametra t, ktord mdZeme rieSit napr. metédou
se¢nic a iteratna postupnost ma potom tvar

te—1 — tk—2
y (b’ tk—l) -y (b’ 2(:k—2)’

tk = te1 — (v (b, tk—1) — B)

kde k = 2,3, ...
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