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Numerické rieSenie obyc&ajnych diferencialnych rovnic

Diferencidlne rovnice, nazyvané aj rovnice matematickej fyziky, opisuji
matematické modely fyzikalnych javov.

Vhodny néstroj na rieSenie takychto numerické rie$enie difereéncialnych rovnic
formou pribliznych rie$eni s vopred poZadovanou presnostou.

Metodiku vysvetlime na rieSeni jednej diferencialnej rovnice prvého radu s danou
podiato¢nou podmienkou - Cauchyho pociato¢na uloha.

Nasledne tikdZeme moZnosti zovieobecnenia pre rieSenie ststav diferencidlnych rovnic
prvého radu s podiatoénymi podmienkami ako aj diferencidlnych rovnic vysSieho radu
s pociato¢nymi podmienkami prislusnych radov.
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Cauchyho potiato¢na tloha

Definicia (Cauchyho potiato¢na tloha)
Obyc¢ajnd diferencidalnu rovnicu prvého radu s danou pociatoénou podmienkou

y/:F(Xay)7 y(XO):y()? (1)

nazyvame Cauchyho pociato¢na uloha.
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Numerické rieSenie obyc&ajnych diferencialnych rovnic

Budeme hladat iba priblizné hodnoty v kone¢nom potte tzv. uzlovych bodov
a=xp<x3<...<x,=b.MnoZine uzlovych bodov {xg, x1, ..., x,} hovorime siet
a rozdiel h; = xj+1 — x; sa nazyva krok siete v uzli x;.

Priblizné hodnoty rieSenia v uzlovych bodoch, vypoéitané numerickou metédou,
budeme zna&it yo, y1,. .., ys na rozdiel od hodndt presného riedenia, ktoré zna&ime

y(x0),y (x1),...y (xn).

LS

|/

W
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Eulerova metéda - Runge-Kutta |. radu

Predpokladajme ekvidistantnd siet {xo, x1,...,x,} s krokom h. Vo vietkych bodoch
siete teda podla (1) zrejme plati

y'(xi) = F (xi,y (7)) -

Derivaciu na lavej strane nahradime numerickou derivaciou a dostdvame

y(x,~+1)h—Y(Xi) = F(xi,y (%))

Nahradime y (x;) pribliznou hodnotou y;, méZeme vyjadrit priblizni hodnotu
pre y (xi+1) Eulerovej metddy ako

Yir1 =yi + h- F (xi,yi). (2)

Tym dostdvame vztah, ktorym vypoditame pribliznti hodnotu v nasledujicom uzlovom
bode pomocou hodnét v predoslom uzlovom bode.
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Eulerova metéda - Runge-Kutta |. radu

¥
Y
Y
Yy
Y
Vs
x; X, X, X, X, X

Obr.: Grafickd interpretdcia numerického riesenia ODR Eulerovou metédou
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Eulerova metéda - Runge-Kutta |. radu

Priklad (1.)

Pomocou Eulerovej metédy rieSme Cauchyho pociatoénd tdlohu
y=x*-y, y(0)=1

na intervale [0,0.5] s krokom h = 0.1.
Zrejme xo =0, yo=1a F(x,y) = x> — y a teda

Yi+1:}/i+0'1'(Xi2_yi)7 I:0a1a75

i 0 1 2 3 4 5

X; 0.0000 | 0.1000 | 0.2000 | 0.3000 | 0.4000 | 0.5000

Vi 1.0000 | 0.9000 | 0.8110 | 0.7339 | 0.6695 | 0.6185
y (xi) ... presné | 1.0000 | 0.9050 | 0.8213 | 0.7492 | 0.6897 | 0.6435
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Modifikované Eulerove metddy - Runge-Kutta Il. radu

8

Najskdr vypotitame pomocné hodnoty (korekcie) ki a kp, a pomocou nich potom
pribliznii hodnotu rieenia v dal3ich uzlovych bodoch.

V pripade prvej modifikovanej Eulerovej metédy potitame podla vztahu
ki = F(x,y),
1 1
kp = F Xi+§h7yi+§h'k1 : (3)
Yier = Yit+h-k
a u druhej modikovanej Eulerovej metédy podla

ki = F(xi,yi),
ky = F(xi+hyi+h k), (4)

1
Yit1 = y,'+§h'(k1+k2)~

Numerické riesenie Cauchyho potiatognej tlohy 12. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



Metéda Runge-Kutta V. radu

Metdda Runge-Kutta IV. radu je najcastejSie uvadzanou a najpouzivanejsiu z
priamych jednokrokych metéd na rieSenie ODR.

9

Yi+1

Numerické riesenie Cauchyho potiatognej tlohy

F(Xia_yl')7

1 1
Fxi+shyi+-h ki),
<X+2 y+2 1)

1 1
F i 7h7/ —h-k 5
<X+2 i 2) (5)
F(Xi+h7yi+h'k3)v
1
Vit gh- (ki + 2k +2ks + ka) -
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.a)

Pomocou metédy Runge-Kutta 4. radu riesme Cauchyho pociatoénii tlohu
y=x-y,  y(0)=1
na intervale [0,0.5] s krokom h = 0.1.

V kaZdom kroku musime vypocitat $tyri koeficienty ki, ko, k3 a ks a pomocou nich
potom priblizné hodnoty v dalsich uzlovych bodov dosadenim do (5). Vysledky
zapiSeme do tabulky, v ktorej uvedieme aj hodnoty presného riesenia y(x,)
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.b)

IH X ‘ Yi ‘Y(Xi)‘ X ‘ y ‘

0.0000 1.0000 ki = —1.0000
0.0500 0.9500 ko = —0.9475
0.0500 0.9526 ks = —0.9501
0.1000 0.9050 ks = —0.8950

0 || 0.0000 | 1.0000 | 1.0000
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.c)

IH X ‘ Yi ‘Y(Xi)‘ X ‘ y ‘

0.1000 0.9052 ki = —0.8952
0.1500 0.8604 ko = —0.8379
0.1500 0.8633 ks = —0.8408
0.2000 0.8211 ks = —0.7811

1| 0.1000 | 0.9052 | 0.9052
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.d)

IH X ‘ Yi ‘Y(Xi)‘ X ‘ y ‘

0.2000 0.8213 ki = —0.7813
0.2500 0.7822 ko = —0.7198
0.2500 0.7853 ks = —0.7228
0.3000 0.7490 ks = —0.6590

2 || 0.2000 | 0.8213 | 0.8213
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.e)

il x| v [ va) | X | Y |

0.3000 0.7492 ki1 = —0.6592
0.3500 0.7162 ko = —0.5937
0.3500 0.7195 ks = —0.5970
0.4000 0.6895 ks = —0.5295

3] 0.3000 | 0.7492 | 0.7492
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Metéda Runge-Kutta V. radu

Priklad (2.f)

il |y v | x|y

0.4000 0.6897 ki = —0.5297
0.4500 0.6632 ko = —0.4607
0.4500 0.6666 ks = —0.4641
0.5000 0.6433 ks = —0.3933

4 || 0.4000 | 0.6897 | 0.6897

5| 0.5000 | 0.6435 | 0.6435
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Viackrokové metddy rieSenia Cauchyho pociatocnej dlohy delime v zdsade na dva typy
podla principu vyjadrenia vztahu, a to na explicitné a implicitné formuly.
Dodr¥iavame doteraz pouZivané oznalenie. Je danj siet

Xi+1 = X;j + h, i=0,1,...,n

Explicitna viackrokovda formula bude mat vo vieobecnosti tvar

Yisr =Yi+h-& | fiyiYie1, - Yie(k-1)

k hodndt

a implicitna viackrokova formula ma tvar

Yier =Yi+h- @ | FiYie1, Yis Yie1, -+ s Yie (k—1)

k+1 hodnét
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Hlavna idea viackrokovych metdd spodiva v pouziti Newton-Cotesovych vzorcov na
rieSenie Ciastkovej Cauchyho potiatotnej dlohy y’ = F (x,y) na intervale
[Xm+1—k;> Xm+1], t.J. rieSenie integralnej rovnice tvaru

Xm+1 Xm+1

y'dx = / F (x,y)dx,
Xm+1—k Xm+1—k
odkial dostadvame
Xm+1
y (Xm+1) -y (Xm+1—k) = / F (Xay) dx.
Xm41—k

Na pravej strane rovnosti vyuZijeme Newton-Cotesove formule (interpolatnym
polynémom stupiia n) s k + 1 rovnomerne rozloZenymi uzlami.
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Pouzitim obdiznikového pravidla, t.j. k =2, n =0,

/bu(x)dx%(b—a)-u(a—;b>,

Y (Xmt1) = ¥ (Xm—1) = 2h - F (xm, y (xm)) -

dostavame

Cim dostidvame explicitnti dvojkrokovi metédu

Ym+1 = Ym-1+ 2h- F (Xmaym)7

ktorej chyba O(h3) je radu, t.j. zavisi od druhej mocniny kroku h .
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Pouzitim lichobeZnikového pravidla, t.j. k =1, n=1,

b —a
/a u(x)dx =~ b > -(u(a) —u(b)),
dostadvame

Y (1) =y (xm) &= 5 - (F (Xm, y (xm)) + F (xm1, ¥ (Xm1))) -

N >

Odkial dostdvame implicitnii jednokrokovii metédu

h
Ym+1 = Ym + 5 ’ (Fm + Fm+1) + O(h3)7
kde oznatime Fp, = F (Xm, y (xm)) (podobne i v nasledujicom).
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Viackrokové metddy riesenia obycajnych diferencidlnych rovnic

PouZitim uzavretého Simpsonovho pravidla, t.j. k =2, n =2,

b
/ u(x)dxz—a-(u0+4u1+2u2),
a

dostavame oh
Y (Xmt1) — ¥ (xm) = e (Fm—1+4Fm + Fni1) .

Implicitnd dvojkrokovd metéda ma tvar

h
Ym+1 = Ym-3 + g : (mel +4F, + Fm+1) + O(h5)
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Explicitné metédy

Adams-Bashforthove extrapolaéné metddy st explicitné metédy:
h h?
Ymi1 = Ym+ o (3Fm— Fno1) + 5 FO(€),
h 5h3
Ymi1 = Ymt 15 (23Fm = 16Fm 1+ 5Fm2) + T FP (¢).

h h
Ym+l = Ym+ YR (55Fm —59Fm_1+37Fm_2 — 9Fm_3) + %,:(4) (),

h
Ymi1 = Yt oo (1901Fm — 2774F 1 + 2616Fp 2 — 1274F 3 + 251Fm_4)

955
£6)
toges ()
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Implicitné metédy

Adams-Moultenové interpolaéné metddy si implicitné metddy:

h2
Ym+1 = }’m+h'Fm+1_EF(2)(£)v

h h3
Ymi1 = Ym+ 5 (Fm+ Fni1) = EF(” (),
Yt o (5Fmir + 8Fm — Fn1) - h4F(4)(§)
h 19h°
Ymi1i = Ym+ = (9Fms1 + 19F — 5Fm_1 4 Fm_2) — ——F©) (¢),
24 720
h
Yme1 = Ym+ 2o (251F a1 + 646F — 264Fm—1 + 106Fn—2 — 19Fy-3)
3h°

F©)
160" ©)-
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Metddy prediktor-korektor

Metddy prediktor-korektor

V predodlom sme si mohli v&imniit jednd zaujmavost, pri explicitnych metédach mala
chyba kladné znamienko, zatial €o pri implicitnych metédach bola chyba metédy
zdpornd. To nds privddza k myslienke elimindcie chyby kombinaciou explicitnej

a implicitnej metédy.

Metdda prediktor-korektor je dvojkrokovy algoritmus.

Predikény krok - iniciicia - explicitnou metdédou ziskame prvotny odhad hodnoty
v nasledujicom kroku.

Korekény krok - ndsledne implicitnou metédou skorigujeme chybu v tom istom kroku.

23 Numerické riesenie Cauchyho potiato¢nej tlohy 12. oktdbra 2023 Pavol ORSANSKY



Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Metddy prediktor-korektor
Vseobecny tvar viackrokovej metddy je

aoym + aiym-1+ ...+ ak—1Ym—(k-1)

Ym+1 =
+h- + Fmg1+ h (boFm+ b1Fm—1+ ...+ b1 Fn(x—1) »
kde koeficient b_; je ddlezity z pohladu typoldégie metddy.
Ak je b_1 = 0, metdda je explicitna.
Ak je b_1 # 0, metdda je implicitna.

V&eobecny tvar viackrokovej metédy mdZeme zapisat i v tvare

Ym+1 — d0Ym — d1Ym-1 — -+ — dk—1Ym—(k—1)
= h (b_l . Fm+1 + boFm +b1Fp_1+...+ bklem—(k—l)) . (6)
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Metddy prediktor-korektor

Oznaéme nasledujiice polynémy
Pi(t) = th —apth™t —ayth=2 — .. — ap ot — ay_1,
ako prvy charakteristicky polyném viackrokovej metody (6) a
Qu (t) = by th + bot" L+ byt" 2 4 . 4 by ot + by_1,

ako druhy charakteristicky polyném viackrokovej metédy (6).
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Definicia (Stabilita viackrokovej metédy)

Viackrokovd metdda (6) je stabilna pre vsekty funkcie f(x,y) spliiujice Lipschizovski
podmienku, ak pre korene jej prvého charakteristického polynému Py (t) plati

|t5| S 1a
potom ts je jednoduchy koreri.

Definicia (Konzistentnost viackrokovej metddy)

Viackrokovd metdda (6) je konzistentna, ak plati Py (1) = 0 a zdroveri
P, (1) = Qi (1).

Veta (Konvergencia viackrokych metdd)

Viackrokovd metdda (6) konverguje pre vietky funkcie F(x,y) spliiujice
Lipschitzovskii podmienku prave vtedy, ak je stabilna a konzistentna.
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Priklad (3.)

Majme dvojkrokoviu metdédu
Ym+1 = _4Ym + 5ym—1 + h (4Fm + 2Fm—1) .

Jej prvy charakteristicky polyndm je P, (t) = t?> + 4t — 5, ktorého korene sii t; = 1 a
tr = —5. Vidime, Ze metéda je nestabilnd. Dalej plati

P, (1) = 0,

Pi(t) = 2t+4,

Q(t) = 4t+2.

Cize

a metdda je teda konzistentnd.
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Viackrokové metddy rieSenia oby&ajnych diferencialnych rovnic

Priklad (4.a)
Je dany Hammingov korektor

9 1 3h

Ym+1 = g}/m - §Ym—2 + ? (Fm+1 +2F, — m—1) .

Metdda je trojkrokova a jej prvy charakteristicky polyném ma korene

9, 1
P3(t):t3—§t2—|—§,
1 = 1=1,
1,1
thy = |—=+-—V 1
23 16~ 16 33}< !

a preto je metdda stabilna.
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Viackrokové metddy riesenia obycajnych diferencidlnych rovnic

Priklad (4.b)
Dalej plati

Pi(1) = 0
9 3
Pi(t) = 3t+,  P(1)=7,
3, 3, 3 3
t) = 34222 ¢ 1)="=2.
Qs (t) st gt &)=

Odkial

PL1) =2 = Qs (1),

tym padom je metdda aj konzistentna.
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RieSenie ststav oby&ajnych diferencialnych rovnic

Sistavu oby&ajnych diferencidlnych rovnic prvého radu s po&iatoénymi podmienkami

y],. = Fl(X;Y1;}/2>---7yn)v yl(XO):Tlla
yé = F2(X7y17y2)"'7yn)7 y2(X0):772’ (7)
yr,) = Fn(Xay17y27"'7.yn)? y"(XO):nn

mdzeme vektorovo prepisat ako
y,:F(va)a y(XO):ﬁa

kdey = (y1,y2,-+,¥n) s F=(Fi, Foye o s o) a = (2, o) T
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RieSenie ststav oby&ajnych diferencialnych rovnic

Na rieenie takejto sistavy mézeme pouZit ktorikolvek z predodlych metéd na rieSenie
jednej rovnice, iba sa budeme na problematiku pozerat vektorovou optikou.
Napr. Eulerova metdéda pre systém je v tvare

Yir1 =Yi+ h-F(xi,yi), (8)
Runge-Kutta metdéda IV. rddu pre stistavu ma nasledujlci tvar
ki = F(xi,yi),
ky = F{x+ 1h i + 1h k
2 = Xi 2 Yi 5 1]
1 1
ks = F Xi+§h7Yi+§h'k2 ; (9)

k4 - F(Xi+h7yi+h'k3)7

1
Yit1 = YI+6h'(k1+2k2+2k3+k4)-
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RieSenie ststav oby&ajnych diferencialnych rovnic

V pripade dvoch rovnic, je jednoduch$ie nezndme funkcie oznatit y a z pravé strany F
a G, aby sme sa vyhli komplikovanej indexacii a slistava ma potom tvar

y' = F(x,y,z),  y(x)=yo,
Z/ = G(X,y7Z), Z(XO):Z()a

Eulerovu metédu moZeme potom zapisat v tvare

Yisr = Yi+h-F(xi,yi,z),
ziyi = zi+h-G(x,yi,z).
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RieSenie ststav oby&ajnych diferencialnych rovnic

Metéda Runge-Kutta 4. radu pre dve rovnice je

Yit1 = Yi+h/6- (ki +2ko + 2k3 + ka),
ziy1 = zi+h/6-(h+2h+2k+14),

kde

ki = F(xiyi z),

h = G(xiyiz),

ky = F(x;+h/2,yi+h/2 ki,zi+h/2-}),
L = G(x;+h/2,y,-+h/2-kl,z,-—i—h/2-/1),
ks = F(xi+h/2,yi+h/2 ks,zi+h/2-]b),
LK = G(X;+h/2,yi+h/2-k2,Z,'+h/2'/2),
ka = F(xi+hyi+h-ks,zi+h-k),

ls = G(xi+hyi+h-ks,zi+h-h).
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RieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic vyssieho radu

Obycajnu diferencialnu rovnicu n-tého radu
Y = F (xyay' oy oy D)),
s pociatoénymi podmienkami

Y (0) = yo, ¥ (x0) = ¥ os ¥V (x0) = 4"V

mdZeme previest na sustavu diferencidlnych rovnic prvého radu, a to nasledujdcim
spésobom:
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RieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic vyssieho radu

Oznadime
1=y, Y1 = Yo,
Y2 = y,v yé = Y3,
. = .
Yo = yn=b), Vi1 = Yo

Podla zadanej diferencidlnej rovnice ma platit

Y = F (xyy' oy oy D)),
¢o pri novom oznadeni ma tvar

yrlr = F(XaYI’YZ7)’3»~-a)’n)-
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RieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic vyssieho radu

Tym sme ziskali sistavu n diferencidlnych rovnic prvého radu

no= 1 (x0) = yo,
= ¥ y2 (x0) = ¥o,
' : (10)
—1
yrll = F(X,Y1»}’2a)’3a---a}’n) }’n(XO):y(gn )7

ktoru riedime lubovolnou z uvedenych metdd.
RieSenie pdvodnej rovnice n-tého radu je potom prva zlozka rieSenia sustavy (10).
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